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1 Funzioni differenziabili

Sia f: U — R™ una funzione, U C R? aperto.

Definizione 1. La funzione f si dice differenziabile in x € U se esiste un’ap-
plicazione lineare df,: R — R"™ tale che

[z +h) = f(z) = dfa(h) + o(h).

e Se f e differenziabile in z, le derivate parziali —g a{c - esistono in x e sono
k2
uguali a df(e;).

e Viceversa se le derivate parziali di f esistono continue in U, allora f &
differenzabile.

Due formule utili:
(i) Se f: U — V e differenziabile in x, dove U C R™, V' C R™ sono aperti, e
g: V — R e differenziabile in f(x), allora g o f & differenziabile in x e

d(go f)z = dgs(z) © dfu-
Questa equazione si chiama anche chain rule.

Dimostrazione. Sia f(z) =y, f(z + h) =y + k; allora
9(y + k) = g(y) = dgy(k) + [kl (k),  lim ¢(k) = 0;
d’altra parte k = df,(h) + o(h) quindi

9y + k) — g(y) = dgy(df(h) + o(h)) + k| (k);

infine
k| (k) = o(h).
O

(ii) Se f,g: U — R sono differenziabili in z, allora fg & differenziabile in z e
d(f9)e = f(x)dgz + g(x)dfs.
Dimostrazione.
f@+h)g(@+h) = (f(x) + dfa(h) + o(h))(g(x) + dgu(h) + o(h)). O

Definizione 2. Una funzione f: U — R si dice (di classe) C* se esistono
continue tutte le derivate parziali®

gorttau f

aq agq
0 - 0

Una funzione f: U — R™ & C*° se e solo se lo sono le sue componenti.

1In alcuni testi, differenziabile e C*° sono usati come sinonimi



e Per g: R — R di classe C*° vale la formula di Taylor

/ (n—1) 1 _ pyn—1
o(1) = g0) + AV g(nl()o,) + %g(")(t)dt,

che si dimostra per induzione integrando per parti. Per f: U — R con U
aperto di R™, ponendo g(t) = f(x + tv), si trova la formula di Taylor

T n—1 T 1 _ \n—1
fz4v) = f(x)+D”{!( )+~-~+M+/O (1(n_t)1)!DZ}f(x+tv)dt.

e Date f,g: U — R funzioni C*°, f + g e fg sono C*>. Se g # 0 ovunque,
allora f/g & C*°.

La composizione di funzioni C*° & C*°:
Proposizione 3. Se U C R%, V C R” sono aperti, ed f: U -V, g:V - R
sono C*, allora go f e C°.

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su k che, date f, g come nell’enun-
ciato, g o f ammette derivate parziali continue di ordine k. Se k = 0, non c’e
niente da dimostrare.

Supponiamo che valga per k. Date f e g, dimostriamo che esiste continua

ot u(go f)
Ox{* - - 0xy*

per k+1=ay+---+ ag. Supponiamo «; > 0; allora dobbiamo dimostrare che
esiste continua

gor—1++aq o gor—1++aaq afk
9201020 D1 (9o NP) = =T Fas Z — ().
s - Ozt Orq oz} - Qg 5561
La funzione 88 g & C°; per ipotesi induttiva, é?yg o f ammette derivate parziali
k,
continue di ordine fino a k. Inoltre le 2 Tl sono C'*°; quindi, applicando ripetu-
tamente la regola di Leibniz si trova che W( f(p))%(p) ammette derivate
parziali continue di ordine fino a k.
O
Esercizio 1. Dimostrare che
—1/z
e x>0
'R — R, T) =
N

e U,

FEsercizio 2. Costruire una mappa C*°, ¢¥: R — R, tale che ) = 0 su (—o00,0) e
¥ =1 su (0,+00).

Esercizio 3. Se f: RY — R™ ¢ lineare, allora per ogni z € R? si ha df, = f.

Esercizio 4. Dimostrare che la mappa

2

,w, Rd — Rd+1 ¢(y1 yd) . 2 Y1 2 Yd 1_ |y‘
: , e = SYLs-- s 5Yds 5
1+ |yl L+ly[ 1+y|

& O e calcolarne il differenziale.



2 Varieta [5]

Una varieta € un oggetto geometrico su cui si puo fare il calcolo differenziale.
Piu precisamente, si danno le seguenti definizioni.

e Uno spazio locamente euclideo di dimensione d € uno spazio topologico di
Hausdorff tale che ogni punto ha un intorno omeomorfo a un aperto di
R¢. Un sistema di coordinate o carta & un omeomorfismo di un aperto
connesso U C M con un aperto di R%. L’inversa di una carta si chiama
parametrizzazione. Una carta (U, ¢) € centrata in p se U 2 p e ¢(p) = 0.
Due carte (U, ¢), (V,1) determinano una mappa

¢o Y Hywavy: U NV) = ¢UNV).
detta cambiamento di carta.

e Un atlante differenziabile su uno spazio localmente euclideo di dimensione
d & un insieme {(Uy, ds) | a € I} dove ¢,: U, — R? sono carte, gli U,
ricoprono M e i cambiamenti di carta sono C'*°.

N

e Una struttura differenziabile (o struttura C°°) ¢ un atlante massimale.
Ogni atlante & contenuto in un unico atlante massimale, quindi per deter-
minare una struttura differenziale ¢ sufficiente dare un atlante.

e Una varieta (differenziabile, o liscia, o C*) ¢ uno spazio localmente eu-
clideo a base numerabile con una struttura differenziabile fissata.

Per capire il tipo di fenomeno che la condizione di Hausdorff permette di es-
cludere, si consideri il quoziente

X =R x{0,1}/ ~, (m,y)w(x',y')<:>x:x//\(y:y’\/x7é0)

dove R x {0,1} ha la topologia indotta dall’inclusione in R?, e X la topologia
quoziente. Allora X e sicuramente a base numerabile, localmente euclideo, con
carte date dalle mappe fy e fi:

fe: X\{[0,€]} = R, fe(z,y)=2, €e=0,1.

I cambiamenti di carta fyo (f1)~! e f1 o (fo)~! sono restrizioni dell’identita,
quindi C*°. Tuttavia, X non ¢ di Hausdorff. Infatti, siano Uy e Uy due intorni
aperti di [0,1] e [0,0] rispettivamente. Allora 7=1(U;) e 7=1(Up) sono aperti
in R x {0,1}. Quindi per = vicino a 0, 7~ *(Upy) contiene (z,0) e 7 1(U;)
contiene (z,1): poiche 771(Up) e m~1(U;) sono unione di classi di equivalenza,
si intersecano necessariamente.

Osservazione. E noto, anche se non facile da dimostrare, che alcuni spazi local-
mente euclidei (ad esempio R*) possono avere pit di una struttura differenzia-
bile, e che esistono spazi localmente euclidei che non ammettono alcuna struttura
differenziabile.

Sono esempi di varieta, con una struttura di varieta canonica:

(i) Lo spazio euclideo R?. L’identita Id: R? — R? & una carta, e {(R? 1d)}
costituisce un atlante.



(i)

(vi)

(vii)

Uno spazio vettoriale reale V' di dimensione finita. Gli isomorfismi V — R¢
sono le carte di un atlante; i cambiamenti di carta sono mappe lineari

fiR" 5 R"

per le quali vale
df: = f, x€R",

e quindi sono C°.

Uno spazio affine V' di dimensione finita; gli isomorfismi affini V' — R¢
sono le carte di un atlante, con cambiamenti di carta affini.

Uno spazio vettoriale complesso V', con carte date da isomorfismi V' —
C? = R?,

La sfera S¢. Una carta & data dalla proiezione stereografica dal polo nord

¢N($17...,.’Iid+1): ( 1 . Td )

b) MR
1—2g41 1—zg41

che & un omeomorfismo con I'immagine R¢ perché ha un’inversa continua

2 2 lyl> -1
wN(yh'"?yd): —3Y1,- -, 3 Yd, D) .
1+ 1yl L+fyl” [yl"+1

La proiezione stereografica dal polo sud ha la forma

ds(x1,. ., Tar1) — < 1 3 Zd >

L+ zgp1’ 14 zan

e la sua inversa ¢

2 2 1— |y
¢S(yl7--~7yd)—> 2y 2 Yd, 2 |-
1+ [yl L+y"" 14y

Adesso {(Un, én), (Us, ¢s)} definisce una struttura differenziabile su S¢
perche

dnoYs: ps(UnNUs) = dn(UnNUs),  (Y1,---,4n) = |y2|2(y1,-~-,yn)

e C, e lo stesso vale per ¢g o ¥y.

Un aperto W di una varieta differenziabile M con la struttura indotta: se
(U, ¢) & una carta su M, allora (U NW, ¢|ynw) € una carta su W.

Il prodotto cartesiano di varieta: se (U, @), (V,¢) sono carte su M, N
rispettivamente, allora (U x V, ¢ x ) sono carte su M x N.

Avendo definito gli oggetti in cui siamo interessati, definiamo la classe di
mappe.

Definizione 4. Se M, N sono varieta:



(i) una funzione f: M — R™ si dice O se per ogni carta ¢: U — R? si ha
che fogp™t & C™.

(ii) una funzione f: M — N si dice C* se & continua e per ogni carta ¢: U —
R"™ di N si ha che ¢po f: f=1(U) — R™ & C* nel senso di (i).

Verifichiamo che questa definizione ¢ consistente ed estende la definizione di
mappa C* della sezione precedente.

e Se M = R% con la struttura C*° standard, allora f: M — R" soddisfa la
definizione (i) se e solo ¢ C* (qui inteso nel senso della sezione precedente).
Infatti, se ¢ & una carta, allora ¢~! & C*, e quindi fo¢ ! & la composizione
di funzioni C'*®, quindi C™. Viceversa, se f o ¢~' & C> per ogni carta
¢: U — R?, allora possiamo prendere ¢ = Id e concludere che f & C.

e Se N =R", allora f: M — N soddisfa la definizione (i) se e solo se soddifa
(ii). Infatti se vale (ii) possiamo prendere ¢ = Id: R™ — R", e quindi vale
(i). Viceversa se vale (i) allora per ogni carta ¢: U — R% si ha che fog~!
¢ O, quindi anche ¥ o fop™! & C™ per v carta di N = R™. Quindi o f
soddisfa (i).

e Una carta ¢ e la sua inversa sono C'°°, perche i cambiamenti di carte sono
C*.

Proposizione 5. Una mappa continua f: M — N & C* se e solo se per ogni
x in M esiste una carta ¢ di M centrata in x e una carta v di N centrata in
f(x) tali che o fog™t & C™ sull’aperto in cui & definita.

Dimostrazione. “Solo se” € ovvio.

Viceversa, se vale la condizione dell’enunciato, dobbiamo dimostrare che per
ogni carta : V. — R di N, o f: fL(V) — R" & C=. Ciog, per ogni carta
(5: U — R% di M deve essere C* la mappa

bofodt:d(f H(V)NT) = R"

Prendiamo x € f~!(V)NU; per ipotesi esiste una carta ¢: U — RY centrata
in x e una carta ¢ di N centrata in f(x) tale che o fop~l e C*®. In un intorno
di ¢(x) possiamo scrivere

Yofodt=voploofoplopog!

quindi 9 o f o =1 & C™ nellintorno, in quanto composizione di funzioni C>.
Quindi tutte le derivate parziali esistono continue in un intorno di x; al variare
di z troviamo che ¥ o fo ¢~ ! & C. O

Corollario 6. Una mappa f: M — N ¢ C*™ se e solo se esiste un ricoprimento
aperto {Uy} di M tale che fly,: Uy — N & C*.

Corollario 7. La composizione di mappe C> e C'°.

Esercizio 5. Sia S? la sfera. Dimostrare che I'applicazione
f:Sd—>R, f(xl,...,xd+1):x1

e C.



3 Partizioni dell’unita [1, 5]

Una peculiarita della teoria delle varieta C°° deriva dall’esistenza di una fun-
zione come nell’Esercizio 1. Questo permette di dimostrare il seguente:

Teorema 8. Sia M una varieta, e sia {Uq}aer un ricoprimento aperto di M.
Allora esiste una successione {@dg }ren di funzioni C* su M tali che

e 0< ¢ <1

e ogni * € M ha un intorno in cui solo un numero finito dei ¢ sono
non-zero;

e supp ¢ C U,, per qualche successione oy, in I;
e > ¢ =1 (somma localmente finita).

Si dice allora che {¢} & una partizione dell’unita subordinata a {U,}.
1l supporto di ¢y, & la chiusura di ¢, ' (R\{0}). Si dice che un insieme U C M
e relativamente compatto se la chiusura di U in M e compatta.

Lemma 9. Ogni varieta € unione numerabile di compatti.

Dimostrazione. Sia B una base numerabile. Prendiamo la famiglia di aperti
B’ = {U € B | U relativamente compatto}. Ogni punto = ha un intorno com-
patto C, e quindi « C U, C C, per qualche U, € B. Inoltre C, & chiuso
perche le varietd sono spazi di Hausdorff, e quindi U, C C,. Dunque U, € B’,
quindi B’ ¢ un ricoprimento. Se prendo le chiusure degli aperti di B’ trovo un
ricoprimento numerabile compatto. O

Lemma 10. Sia K C U C M dove M ¢é una varieta, K é compatto e U &
aperto. Allora esiste una funzione C*° f: M — R che é non negativa su M,
positiva su K e ha supporto contenuto in U.

Dimostrazione. Per ogni p in K prendo una carta centrata in p,
bp = (¢p,....0p): V= R

A meno di restringere V' posso supporre V C U. Allora ¢,(V) & un intorno di
0, e quindi contiene un prodotto di intorni [—4, §]%. Se v & la funzione

o(z) = {61/7” x>0

0 x<0’

allora la funzione
r = P(x 4 0)Y(0 — x)
¢ non-zero in 0 e si annulla al di fuori di (—4,¢). Quindi la funzione

[T, (6 (x) + 0)e(d — g (z)) =€V

fp: M =R, fp(m):{o rdV

¢ una funzione C*°, perche lo ¢ in V' e nel complementare del chiuso ¢, * ([—4, 6]%).
Inoltre per costruzione f, € non negativa, f,(p) > 0, e

supp f, C ¢, ' ([=6, 6]%).



Adesso gli aperti f,” L(R\{0}) ricoprono K; ne estraggo un sottoricoprimento
finito, e sommo le funzioni corrispondenti, diciamo f = f,, +...+ fp,. La
funzione f cosi ottenuta si annulla al di fuori del chiuso

¢! (0.0 U U g, ([0,0]) c U
e quindi ha supporto contenuto in U. O

Dimostrazione del Teorema 8. Per il lemma M ¢ unione numerabile di com-
patti, diciamo M = |J,,~, Kn. Possiamo supporre K,, C Int(K,1) per locale
compattezza. Infatti ogni compatto K, & ricoperto da aperti relativamente com-
patti, e per compattezza posso prenderli in numero finito, diciamo V",..., V}".
Quindi se K, non ¢ contenuto in Int(K, 1) posso rimpiazzare K, 1 con

Koy UV U-- UV,

Procedendo induttivamente trovo una successione di compatti con la proprieta
richiesta.

Posso supporre inoltre Ko = () = K;. Per ogni n > 0, consideriamo la
famiglia

Fn = {V aperto di M relativamente compatto |V contenuto in qualche U,\K,,}.

Questo ¢ un ricoprimento aperto di M \ K,, quindi posso estrarne un sottorico-
primento finito di K42 \ Int(K,11). Per ogni aperto V del sottoricoprimento,
prendo una funzione 7y : M — R che ¢ C'°°, non negativa, positiva su V e
ha supporto contenuto in qualche U, \ K, ; posso farlo perche V & compatto e
contenuto in U, \ K,. Al variare di V nel sottoricoprimento finito, trovo una
sequenza finita di funzioni C'*° non negative, con supporto ognuna in qualche
Uq \ Ky, con la proprieta che in ogni punto di K42\ Int(K,+1) almeno una &
diversa da zero.

Al variare di n, trovo una successione di funzioni 7 che hanno ognuna sup-
porto contenuto in qualche U, \ K, e con la proprietd che in ogni punto di
M almeno una ¢ diversa da zero. Inoltre in ogni aperto Int(K,) soltanto un
numero finito di funzioni non sono identicamente zero, perche quelle che ottengo
al passo k hanno supporto contenuto in U, \ K C U, \ K, se k > n.

Quindi la somma & ben definita, diciamo n = Y n, e diversa da zero. Adesso
prendiamo ¢y = 1y /7. O

Esercizio 6. Sia M una varieta, U C M un aperto, e f: U — R una funzione
C® con supp f C U. Dimostrare che f si estende a una funzione f: M — R.

In particolare, dati due chiusi disgiunti di una varieta si pud sempre trovare
una funzione C'*° che vale identicamente uno su una e zero sull’altra, generaliz-
zando il Lemma 10:

Esercizio 7. Siano U,V due chiusi disgiunti di una varieta M. Dimostrare che
esiste f: M - R C> taleche 0 < f <1le fly =0, fly = 1. Si dice che le
funzioni C'*° separano i chiusi.

Esercizio 8. Sia M una varieta e siano U,V due aperti di M, UUV = M.
Allora esiste una partizione dell’unita del ricoprimento {U, V'} composta da due
sole funzioni.



4 Esempi

FEsercizio 9. Sia RP" lo spazio proiettivo reale di dimensione n. Dimostrare che
le carte affini

X, X
¢ {X; #0} - R", </)j[X0:~-~:Xn]:<XO j >

Xj,...7fj,...7yj

danno a RP" la struttura di varieta.
Esercizio 10. Dimostrare che la mappa 7: R* ™1\ {0} — RP" & C*°.

Esercizio 11. Dimostrare che la mappa
f:RP? - RP®,  [Xo:X;:Xo] = [XZ: XoX1: XoXo: X2: X1 Xy : X2
¢ ben definita e C'*°.
Esercizio 12. Dimostrare che GL(k,R) ¢ una varieta, e che le mappe
GL(k,R) = GL(k,R), g—g ", GL(k,R)xGL(k,R) — GL(k,R), (g,h) — gh

sono C°.

Esercizio 13. Sia F(k,n) = {x: R¥ — R" lineare | tkx = k}, e sia ~ la relazione
di equivalenza x ~ y sse esiste g € GL(k) tale che x = y o g. Definiamo la
grassmanniana G(k,n) = F(k,n)/ ~.

(i) Dimostrare che G(k,n) si pud identificare con I'insieme dei sottospazi di
R"™ di dimensione k.

(ii) Dimostrare che F(k,n) € una varieta, la proiezione F(k,n) — G(k,n) &
aperta, e G(k,n) ¢ a base numerabile.

(iii) Se J = (J1,-..,Jx) € un multiindice, 1 < j; < -+ < jx < n, definiamo
pJZRn—)Rk, pJ()\l,...,)\n):()\jl,...,)\jk).

Dimostrare che per ogni x in F(k,n) esiste qualche J tale che py oz &
invertibile, e per ogni tale J esiste un unico y ~ x tale che py oy = Id.

(iv) Siano Ji,...,Jy tutti i multiindici come sopra, N = (Z) Dimostrare che
la mappa ¢: F(k,n) — RPY

¢(z) = [detpy, ox,...,det py, ox]
induce una mappa continua iniettiva ¢: G(k,n) — RP"™.
(v) Dimostrare che G(k,n) ¢ Hausdorff.

(vi) Sia U; C G(k,n) 'immagine dell’aperto {x € F(k,n) | detp; oz # 0}.
Sia J il complementare di J, e sia

¢5: Uy — Hom(R" " R"),  ¢,([z]) =p7oy,

dove y ~ =z & caratterizzato da py o y = Id. Dimostrare che ¢; € un
omeomorfismo con 'immagine

(vii) Dimostrare che {(Us,¢s)} costituisce un atlante.



5 Spazio tangente[5]

Prima di dare la definizione rigorosa di spazio tangente, facciamo qualche con-
siderazione preliminare per motivarla.

Se si considera una superficie regolare S C R3, possiamo pensare al piano
tangente a S in p € S come un piano affine passante per p; ad esempio per la
sfera unitaria, il piano tangente a p &

{p+vl{pv) =0}

Volendo generalizzare questa costruzione a varieta astratte (cioé non immerse
in qualche R™), non possiamo fare uso della struttura affine; possiamo tuttavia
reinterpretare il piano tangente come dell’insieme delle coppie

{(p;v) | (p,v) = 0};

in generale, lo spazio tangente di una varietd in un punto sara uno spazio
vettoriale di dimensione finita associato al punto.

Per costruire lo spazio tangente si usa la struttura C'°°: l'idea quindi e di
dare una definizione che abbia senso per aperti di R™, ma che dipenda solo dalla
loro struttura C'*°, in modo che sia valida in generale per le varieta. Per un
aperto U C R"”, lo spazio tangente a p € U risultera essere lo spazio delle coppie

{(piv) | v € R"} =R,

Ogni tale coppia (p,v) definisce una derivata direzionale

d
f—= @h:of(Pthv),

che puo essere vista come un operatore sulle funzioni C*° definite in un intorno
di p in U. Poiche sulle varieta e definita la nozione di funzioni C'°°, questa
nozione di “derivata direzionale” puo essere estesa alle varieta, ed ¢ quello che
faremo per definire lo spazio tangente.

Veniamo alle definizioni precise.

Per costruzione, le funzioni C'*° ristrette a un aperto sono ancora C*°. Quin-
di a ogni aperto U C M posso associare la R-algebra C>*(U), e se V C U allora
la restrizione definisce un omomorfismo C*°(U) — C*°(V). Lo spazio delle
funzioni definite su un intorno aperto di x € M ¢

{(U, )| U 3 x aperto in M, f € C*(U)};
su questo spazio definiamo una relazione di equivalenza ~ mediante
(U, f) ~(V,g9) < IW C UNYV aperto contenente z tale che f|w = glw.

Il quoziente R
Cr =Fu ={U )}/ ~

¢ detto spazio dei germi in x. Lo spazio dei germi ha una struttura indotta di
R-algebra, definita come segue (indicando per brevita la classe di equivalenza
di (U, f) come [U, f], invece di [(U, f)]):

WU, fl+[V,g] = UV, flunv+gluav], (U, f1-IV,g] = [UNV, flunvgluav], AU, f] = [U, Af].
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La buona definizione segue dal fatto che se [V, g] = [V, ¢'], allora glw = ¢'|w
per qualche z € W C V N V’; quindi

U1+ Vg1 = UV f+g1=[UNW, f+4]=[UNW, f+g] = [U, f]+[V.g].

Lo stesso argomento si applica al prodotto. Infine, I'inclusione R — F, data
dalle funzioni costanti &€ un omomorfismo, quindi F, hala struttura di R-algebra.
D’ora in poi si scrivera f per indicare un elemento di F, della forma [U, f],
sottintendendo cioe ’aperto su cui il rappresentante f & definita.

C’¢ un’omomorfismo naturale di R-algebre

Fo= R, U f] = f(2);

il suo nucleo ¢ un ideale che verra indicato come F,. Per costruzione, come
spazi vettoriali,

Fp=F, ®R. (1)
Definizione 11. Un wvettore tangente a M in x & un’applicazione R-lineare
v: }:x —R
che soddisfa la regola di Leibniz
u(f - g) = v(f)g(x) + f(z)v(g).
Lo spazio tangente a M in x &
T.M = {v | v vettore tangente a x}.

Si osservi che, con riferimento a (1), la regola di Leibniz implica v(R) = 0
perche v(1-1) = 2v(1); in altri termini, v ¢ determinato dalla sua restrizione a
Fu. Siosservi inoltre che T, M & uno spazio vettoriale: infatti & contenuto nello
spazio vettoriale .7:'; e la regola di Leibniz definisce un sottospazio lineare.

Lemma 12. C’¢ un isomorfismo di spazi vettoriali
o (Fa\
m ()

*
Dimostrazione. C’¢ un’applicazione lineare T, M — (%) data da

v =y, L(f)=v(f).

Questa ¢ ben definita perche [,(f) = 0 per f € F2, a causa della regola di
Leibniz. Inoltre ¢ banalmente lineare.

E iniettiva perché come spazi vettoriali F, = F, & R, quindi se [, (/=0
per ogni f € F, allora v = 0.

Inoltre & suriettiva perche dato [ € (%) , 'elemento v € F, definito da

o(f) = U(f = f(2))

¢ una derivazione: infatti

o(f+9)=Uf+g—(f+9)() =IUf—-flx)+1g—g(z) =v(f)+v(g)
v(Af) =LA = Af(2) = N(f = f(2)) = Mv(f),

11



e quindi & lineare; per verificare la regola di Leibniz calcoliamo

fg—f@)g(x) = (f = f(2))(g —9(x)) + f(2)g + fg(x) — 2f(z)g(x)
= f(2)(g — g(x)) + (f = f(2))g(x) mod FZ;

applicando [ a entrambi i membri si ottiene
v(fg) = f(2)l(g — 9(x)) + g(@)I(f — f(x)) = f(z)v(g) + g(x)v(f).
La suriettivita segue da [, = v. O
Teorema 13. Se M ¢ una varieta, per ogni p in M wvale
dim T, M = dim M.

Dimostrazione. Sia f in F,, e sia (U, ¢) una carta centrata in p, cioe p € U e
¢(p) = 0. In particolare le coordinate ¢1, ..., ¢4 sono elementi di F,. Possiamo
supporre a meno di restringere U che f sia definita su U e ¢(U) sia stellato;
allora per la formula di Taylor si ha

1
fogb’l(v):Dv(fqu’l)(O)Jr/O (1—t)D2(f o™ V) (tv)dt, v e (U).

Poiche

0 0
Dv — - —_—
Ulaxl + +Ud8xd

vale .,
- 9 -
f 0 ¢ 1(”) = szaj(f © ¢ 1)(0) + Z Uﬂ}jRij(’U),
v i,j=1
dove R;; ¢ la funzione C*° data da

2

Ri(w) = [ 0=0575(foo ), v e o)

Lj

Componendo con ¢, posto v = ¢(g), troviamo che
0
HOEDS ¢i(Q)%(f 0™ 1)(0) + > ¢i(a)d;(q) Rij(6(q)),
i ¢ i,j
cioe in F, vale
0
f=2 g (Foo™)0) +

in particolare i ¢; generano F,/F2.
Per vedere che sono indipendenti, supponiamo

Zai@ < ]:5

Abbiamo visto nella dimostrazione del lemma precedente che ogni derivazione
annulla .7-'5; in particolare la derivazione

Dy eT,M, [ 2o (fo47)(0)
J
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manda a;¢; in zero, e cioe

89: Zal@ Zalaz, = aj. O
Se f: M — N & una mappa C*, e v € T, M, si definisce

dfp(v) € TN

mediante

dfp(v)(g) = v(go f).
Questo definisce una mappa lineare

dfp: TpM — Tf(p)N.

Vale banalmente la chain rule

d(go flp = dgyp) © dfp.

Esercizio 14. Sidice che f: M — N ¢ un diffeomorfismo se ¢ C* e ha un’inversa
C*°. Dimostrare che se f ¢ un diffeomorfismo allora M e N hanno la stessa
dimensione.

6 1l differenziale in coordinate

Conviene talvolta pensare a una carta ¢: U — R? come a un sistema di coor-
dinate, cio¢ una d-upla di funzioni z;: U — R, ¢ = (x1,...,24). Con questa
notazione, il Teorema 13 si puo riformulare in questo modo:

Teorema 14. Se M ¢ una varietd, p un punto di M, x1,...,xq sistema di
coordinate in un intorno di p, allora gli elementi di F,

{zi —zi(p)}i=1.. (2)

determinano una base di .7-},/.7—'5.

Dimostrazione. Come Teorema 13. O
Ricordiamo che se V' e uno spazio vettoriale con una base ey, ..., eg, si dice
che gli elementi 7, ...,7n, di V* costituiscono la base duale di V* se

ni(ej) =65, 4,j=1,....k.

Esercizio 15. Verificare che data una base di uno spazio vettoriale di dimensione
finita la base duale esiste ed ¢ unica, ed ¢ effettivamente una base.

Segue dal Teorema 14 che la scelta di una carta induce una base canonica
su T, M. Piu precisamente, siano zi, ..., zq le coordinate standard su R?. Se
¢: U — R? & una carta, ¢ = (z1,...,24), si definisce

9 f oot
(971'1-|p:]:p_>R’ f—>87|¢(p)

L’immagine di f viene indicata anche con la notazione am |p

13



Corollario 15. Per ogniv € T, M wvale
0
U= Xizv(xi)%|p'

In particolare i {2-|,} costituiscono una base di T,M duale alla base (2) di

Fp) F2.

Dimostrazione. Innanzitutto sono vettori tangenti perche

dfog7!
f—= 82’ |¢(P
¢ lineare in f e soddisfa la regola di Leibniz.
Valutandoli,
0 0 _ 0
%b(%‘ —xz;(p)) = 5(%‘ —zj(p))o¢ b= Oz (zj —z;(p)) = bi.

da cui si vede che effettivamente & una base duale.
Infine, poiché & una base duale, la componente di v lungo %M, & ottenuta
valutando v su x; — x;(p), o equivalentemente su ;. O

e Se prendiamo un’altra carta v: U — R ) = (y1,...,94), segue dalla
chain rule che

ﬁ| _ 3f°¢’1| _ 3(f0¢’1)0(¢0w’1)| _25(f0¢’1)| 8$i0¢’1|
y; ¥(p) = 0z p= 0z Y(p)r — - 02 #(p) 0z Y(p)-
cioe
Z 3:52 |
dy; ”ax -
e Presa una mappa qualunque f: M — N, dove y',...y" & un sistema di
coordinate in un intorno di f(p), vale
0 0 , 0

df, | =— | = — |, (¢’ .

Vo (593;') Z 5z, ?V Ny, 3)
Infatti

0

B B
(8%) Z fp )Tyi“(”):;%j‘p(yioﬁaﬂ'

Rimangono ancora da giustificare le notazioni 8— e dfp, nel senso che bisogna
far vedere che nel caso di R™ coincidono con gli oggetti che ben conosciamo.
Consideriamo il caso particolare di M = R?; denotiamo con z; le coordinate

standard. Allora Tde ha una base canonica {%} ottenuta usando la carta
¢ = 1d, cioe

Ipf— I(f ¢7h).
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In questo caso ¢ = Id, quindi

0

%\p

1o}
8Tzi|pf =

¢ l'usuale derivata parziale nella direzione z;. E uso comune identificare T,,Rd

con R?, cioe si identifica % con l'i-esimo vettore della base canonica e;.
k3

FEsercizio 16. Data una varietd M e una carta ¢ = (z1,...,24) centrata in p,

dimostrare che 5
d¢p <axl|p) = €;.

In particolare se f ha valori in R, possiamo vedere il differenziale come una
mappa lineare
dfp: T,M — R.

Proposizione 16. Valgono le sequenti:
(i) Data f: M — R, allora dfy(v) = v(f).
(ii) Se f: U =R, U C R? aperto, allora dfp(a%i) = 8‘?cif(p).

fl
(iii) Se f: M — R, f=|...|, allora il differenziale ha la forma
fd
df,
dfy: T,M — R df, = -
df

(iv) Se f: U —R", U C R? aperto, allora df, € un’applicazione lineare
dfy: R — R",

e come matrice & rappresentato da

afi
(axj>ij '

Dimostrazione. Per dimostrare (i), denotiamo con ¢ la coordinata standard su
R, e applichiamo il Corollario 15; otteniamo

9] 0 0
P :U(tof)azv(f)§~

dfp(v) = dfp(v)(t)
(ii) discende da (i) e dal fatto che il vettore 8%1 agisce come la derivata
parziale rispetto a x;.
Per vedere (iii), siano y; coordinate in R™, ¢ = f(p); le componenti di df,(v)
rispetto alla base {%} sono date da

df,(v)(y:) = v(f*) = df (V).
(iv) & ora ovvio. O

In particolare i dac; sono elementi del duale Ty M di T, M, per cui possiamo
riformulare il Corollario 15 come segue:
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Corollario 17. I (dz'), sono una base di Ty M duale alla base %|p. Data
f: M —R, siha

of . .,
dfp = pp dz,,.
Dimostrazione. Calcoliamo
0 0

(dfm)p(ajcj\p) = %jb(xi) = 0ij-

La seconda parte segue dalla proposizione. O

Teorema 18. Sia M connessa. Una mappa f: M — N C* ¢ costante se e
solo se df, = 0 per ogni p.

Dimostrazione. Datauna carta ¢ = (z',...,2%) su M eunacartat) = (y',...,y")

su N, sappiamo da (3) che la matrice associata a df ha la forma (%yj o f|p> .

i ij

Se f & costante, anche 1) o f o ¢! & costante, e quindi queste derivate si
annullano.

Viceversa, sia ¢ un punto dellimmagine. Sappiamo che f~1(q) & chiuso e

non vuoto; basta mostrare che & aperto. Supponiamo f(p) = ¢. Allora per

opportuni sistemi di coordinate z',...,z%, y', ..., y", abbiamo
o .
) o =0.
o, y o f |p

Di conseguenza le funzioni ¢’ o f o ¢! sono costanti su ¢(U). Quindi f = q in
un intorno di p. O

Possiamo dare un’altra caratterizzazione dello spazio tangente usando le
curve. Se a: (a,b) — M & una mappa C°, allora si pone

gy de 9
o' (t) o, <8t> .

Proposizione 19. Lo spazio tangente in p puo essere caratterizzato come
T,M = {a'(0) | o (—€,€) = M, a(0) = p}.

Dimostrazione. L’inclusione D ¢ ovvia.
Dato v € T, M, sia ¢ una carta centrata in p, e sia dg,(v) =w € R¢. Allora
la curva

a(t) = ¢~ (tw)
e O, soddisfa a(0) =p, e
o/ (0) = dgy (w) = v. O
Esercizio 17. Sia i: S — R™*! l'inclusione. Dimostrare che i &¢ C™, e che

Im di, = pt.
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7 TFibrato tangente [5]

Sia M una varieta differenziabile. Si definisce il fibrato tangente
TM = {(p;v) |pe M,veT,M}.
E definita una proiezione naturale
m: TM — M, =(p;v)=p.

Osserviamo che se U C M & un aperto, allora 7~ (U) = TU come insiemi.
Su T'M definiamo una struttura di varieta nel seguente modo: per ogni carta
¢: U — R? di M, definiamo

o: 7 HU) = REXRY,  (pyv) — (o(p), dop(v)).
Poiche ogni d¢, ¢ un isomorfismo, 'immagine ¢ 'aperto ¢(U) x R,

Lemma 20. Date due carte ¢p: U — R%, 1p: U — R? definite sullo stesso aperto
U, la mappa o
Yodt: p(U) x RT — (U) x R?

e un diffeomorfismo.

Dimostrazione. Basta verificare che ¢ C*°; scambiando ¢ e 1) si trova poi la tesi.

Siavogp ™l =g. Sep=(x,...,2%) ety =(y',...,y?), allora
o (z,0) = (g(2),dg.v).

La prima componente & C'*° per definizione di atlante. La seconda ha la forma

Z 027 Yi 8z1

Siccome g ¢ C*°, la tesi segue. O

Teorema 21. FEsiste un’unica struttura di varieta su TM per cui le mappe g?)
sono carte. Allora la proiezione m: TM — M ¢ C*°. Inoltre se f: M — N ¢
una mappa C*, allora la mappa

df: TM — TN, df(z;v) = (f(2); dfz(v))
¢ una mappa C.

Dimostrazione. Definiamo dapprima la topologia. Se U & un aperto coordina-
to, definiamo su 7=1(U) la topologia che rende qg un omeomorfismo. Questa
topologia non dipende da ¢ ma solo da U, per il lemma. Adesso prendiamo la
famiglia

{W cTM | Wnz Y (U) & aperto per ogni aperto coordinato U}.

Questa famiglia definisce una topologia. In questa topologia 7 € continua: dato
V aperto in M e una carta ¢: U — R?,

T V) Ar U) = $HGU N V) x RY)
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¢ aperto in 71 (U) per costruzione.

Inoltre in questa topologia i q~5 sono continue e aperte. Infatti se W & un
aperto di TM contenuto in 7= 1(U), per costruzione ¢ anche aperto in 7=1(U),
e quindi la sua immagine mediante ¢ ¢ aperta. Viceversa se W C ¢(U) x R?
un aperto. Allora ¢~ (W) N7~1(V) & aperto in 7= 1(V) sse ¢p(x~ (V)N W) &
aperto in R? x R% ma questo segue dal fatto che 1/; o q~5*1 ¢ un omeomorfismo.

E a base numerabile perche se prendo un numero numerabile di carte e tiro
indietro una base numerabile di R2? trovo una base. E di Hausdorff perche presi
due punti (z;v), (y;w) o z e y stanno entrambi in una carta U, e allora uso il

fatto che ¢ € omeo locale, oppure no, e allora uso il fatto che i TU sono aperti.
Le mappe q~5 definiscono un atlante per il lemma.

In una carta, mo ¢+ = ¢! che & C°.

Infine, se ¢ carta su M e 1) carta su N con U C f~1(V), vale

Yodf od Yz v) =odf(¢ ™ (2),do  (v)) =
(67 (2)d(fod™):(v) = (Wo fod ™ (2),d(Wo fodh).(v)
questa e una mappa C*°, come nella dimostrazione del lemma. O

Esercizio 18. Sia M = R? con la struttura differenziabile standard. Dimostrare
o

che ¢: R? — R2, ¢(wy,ws) = (w1 + wa, ws) & una carta. Calcolare ot
Esercizio 19. Siano M™, N™ varieta. Per x € M e y in N, sia

i M — MxN, ()= (zy), &:N—=>MxN, iy =(zv),
e p1,p2 le proiezioni. Dimostrare che

T,M x TyN — T, ;M x N, (v,w)— di{(x;v) + di§ (y; w)
€ un isomorfismo con inversa
((dp1)z, (dp2)y): TowyM x N — T, M x T,N.

Nota bene. 1l risultato di questo esercizio ci permette di identificare T}, , M x

N con il prodotto T, M x Ty N. Un elemento di questo prodotto verra scritto
(z,y;v,w).
Esercizio 20. Sia f = (f1, f2): M — N x Z una mappa C*°. Dimostrare che
mediante I'identificazione T, . N x Z = T, N x T, Z, il differenziale si scrive come
df = (df,df2).

Esercizio 21. Siano M, N varieta. Dette p1: M X N — M e po: M X N —
N le proiezioni, dimostrare che (dpy,dps): T(M x N) — TM x TN & un
diffeomorfismo.

Esercizio 22. Sia g: M — R una funzione C'*°. Dimostrare che I’applicazione
™M — TM, (x;v)—= (x;9(x)v)
e C.
Esercizio 23. Si dimostri che una rotazione di R? definisce una mappa C* da
St in se.
Esercizio 24. Si dimostri che la mappa
f:(a,a+2m) = S, 6 —e?

definisce una parametrizzazione.
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8 Teorema della funzione inversa [4, 5]

Alcuni degli esempi di varieta che abbiamo visto finora appaiono in modo nat-
urale come sottoinsiemi di R™ (p.es. la sfera). E naturale chiedersi sotto quali
condizioni un sottoinsieme di R™ abbia una struttura indotta di varieta. Lo
strumento che permettera di determinare queste condizioni ¢ il teorema della
funzione inversa, che e I’argomento di questa sezione.

Lemma 22 (Lemma delle contrazioni). Sia f: X — X wuna contrazione di
uno spazio metrico completo X, nel senso che esiste 0 < K < 1 tale che
d(f(x), f(y)) < Kd(x,y). Allora f ha un unico punto fisso, che ¢é limite di
ogni successione f™(x).

Dimostrazione. Fissato x, dimostriamo che f"(x) ¢ di Cauchy. Sia A = d(z, f(x)).
Allora
d(f*(x), (@) < KA.

Per la disuguaglianza triangolare,

’ — — T _1_K.

In particolare

A
d h ), k+h z)) < Khi’
(7 (2), 5 (@) < KM
cioe f™(z) ¢ di Cauchy. Quindi ha un limite. Per continuita ¢ un punto fisso.
Inoltre il punto fisso € unico perche f € una contrazione. O

Teorema 23 (della funzione inversa, [4]). Sia f: U — R¢ mappa C>, U C R?
aperto, tale che df, é invertibile per qualche p € U. Allora esiste un intorno
aperto V' di p tale che f(V) ¢ aperto e flv: V — f(V) é un diffeomorfismo.

Dimostrazione. A meno di traslazione possiamo supporre p = 0 = f(p). Inoltre
a meno di sostituire f con df, Lo f, possiamo supporre dfy = Id.

Sia adesso g(z) = f(x) — . Per costruzione dgo = 0. Quindi per continuita
vale che

1
dg, = ||dg,|| < =
max dg. ()] = lldga | <

per z sufficientemente piccolo, diciamo ||z|| < 2r. Per il teorema del valor medio
segue che

1
lg@) < Fll=ll, =] < 2r,

e in particolare
lg@)l <r/2, |[lf] <

Per ogni y € B(0,7/2), vogliamo dimostrare che esiste un unico x € B(0,r)
con f(x) =y. Procediamo definendo

gy: B(0,7) = B(0,7), gy(z)=y—g(x).

Effettivamente g, ¢ ben definita perche

gy (@I < llg(@)]| + [lyll < 7.
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Inoltre 1
llgy(z1) = gy(z2)[| = llg(z1) — g(z2)[| < 3 |21 — 22,

di nuovo per il teorema del valor medio.
Quindi g, € una contrazione dello spazio metrico completo B(0,r). Quindi
ha un unico punto fisso z,

gy(r) =2 = f(z) =y.

Se poniamo x = ¢(y), otteniamo una mappa

¢: B(0,7/2) — B(0,r).

Questa e continua perche

[y — ol = [If(x1) — g(@1) = f(w2) + g(w2)|| <[ f (1) = fla2)l[+]g(21) — g(a2) |

<15 = f@2)ll + 5 o —

Poniamo V = f~1(B(0,7/2)); adesso f: V — f(V) = B(0,7/2) ¢ un omeomor-
fismo con inversa ¢.

Per vedere che l'inversa ¢ differenziabile, cerchiamo di dimostrare che dg,
esiste e coincide con df(;(;). Quindi se f(z;) =y; € B(0,7/2),

6(1) — ¢(y2) — df, (1 — y2) || < ||dfi,t || [1dfze (1 — 22) — (31 — 1) |

d’altra parte f e differenziabile e

[ f(x1) = f(x2) — dfa, (x1 — 22)|| = (21 — 22) = 0(y1 — Y2).

Adesso la mappa
y — doy = df (;(;)

¢ la composizione
coJfod,

dove Jf(x) = df, e o & linversione in GL(n, R); sono tutte mappe continue,
quindi d¢,, dipende da y in modo continuo, cio¢ ¢ & C*'. Per induzione, usando
il fatto che Jf e o sono C*°, si trova che ¢ & C*°. O

L’analogo per le varieta ¢ il seguente:

Corollario 24. Sia f: M — N una mappa C*°; sia p € M un punto per cui
dfy: TyM — Ty N € un isomorfismo. Allora esiste un intorno U > p aperto
tale che f(U) é aperto e fly: U — f(U) é un diffeomorfismo.

Dimostrazione. Per il Teorema 13 dim M = dim N. Sia ¢ carta centrata in p e
1 carta centrata in f(p). Allora

pofog™!

soddisfa le ipotesi del teorema della funzione inversa. O
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Se y1,...,yr: sono funzioni a valori in R definite in un intorno di p, dici-
amo che sono indipendenti in p se (dy1)p, - - -, (dyk)p sono elementi linearmente
indipendenti di T, M.

Esercizio 25. Sia t: M — N una mappa C°° con la proprieta che per ogni
funzione f: M — R esiste f: N — R che fa commutare il diagramma

M —=N

N

Dimostrare che ¢ & un embedding con immagine chiusa in M (vale cioe I'inverso
della Proposizione 30).

Corollario 25. Sia p un punto di una varieta M di dimensione d.

(i) Siano y1,...,ya funzioni indipendenti in p di M. Allora formano un
sistema di coordinate in un intorno di p.

(ii) Siano y1,...,yx funzioni indipendenti in p. Allora yi,...,yr puod essere
completato a un sistema di coordinate in un intorno di p della forma
Yiy---5Yd-

(iii) Siano yi1,...,yx funzioni in un intorno di p con la proprietd che (dy;),

generano Ty M. Allora un sottoinsieme degli y; costituisce un sistema di
coordinate in un intorno di p.

Dimostrazione. (i) Se le y; sono definite su U, abbiamo

f:UﬁRKﬂ f:(ylv"'7yd)'

Per costruzione
dyx
dfp =1 ...
dya
dove le righe sono linearmente indipendenti, quindi dfy, ¢ invertibile.
(ii) Siano (z1,...,xq) coordinate intorno a p. Adesso
dyi,...,dyk,dxr, ..., dxg
generano 1y M, quindi prendiamo dw;,, ...,dz;,_, di modo che

dyi,...,dyg,dzi, ..., dx;, _,

sia una base. Poi applichiamo il punto precedente.
(iii) Si estrae un sottoinsieme di d funzioni indipendenti in p e si applica il

punto (i).
O
Corollario 26. Sia f: M — N, p € M, x1,...,zq sistema di coordinate
intorno a f(p).
o Se dfy, iniettivo, una sottofamiglia di {z10 f,... x40 f} forma un sistema

di coordinate.
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o Se df, é suriettivo, si pud completare {10 f,...,xq0 f} a un sistema di
coordinate.

Dimostrazione. Se df, ¢ suriettivo, allora
dxiodfy,...,dxqo dfy
sono linearmente indipendenti: altrimenti, infatti, avremmo
Adzyodfy 4 -+ -+ Agdxg o dfy, =0

da cui
(Mdzy + -+ + Agdxg) [tmar, = 0;

poiché Im df, = Ty, N, i A; si annullano.
Se df,, e iniettivo, allora

dzy odfy,...,dzqodfp

generano Ty M. Infatti se generassero uno spazio piu piccolo, si annullerebbero
tutti su un vettore v. Allora i dx; si annullerebbero tutti su dfy,(v), quindi v = 0.
Adesso si applica il corollario precedente. O

9 Sottovarieta [5]

Se f: M — N & una mappa C*° tra varieta, diciamo che
e [ ¢ un’immersione se df, ¢ iniettivo per ogni p;
e f & una sommersione se df, ¢ suriettivo per ogni p;

f € un embedding se df, ¢ iniettivo e inoltre f ¢ un omeomorfismo con
I'immagine;

la coppia (M, f) & una sottovarieta immersa di N se f & un’immersione
iniettiva;
e la coppia (M, f) & una sottovarieta regolare di N se f ¢ un embedding.

Esercizio 26. Sia a: (—1,+00) — R? la curva definita da a(t) = (%, %)

Dimostrare che a é una immersione iniettiva, ma non un embedding.

Esercizio 27. Sia
fiR= 8T xS f(t) = (e, M),

dove A ¢ irrazionale. Dimostrare che f ¢ un’immersione iniettiva ma non un
embedding.

Supponiamo che (P, ) sia una sottovarietd immersa di N. Data una mappa
C>®, f: M — N, con f(M) C i(P), esiste un’unica mappa f che fa commutare
il diagramma

M4f>N

{i
P

In generale non e detto che f sia C'°.



Esercizio 28. Sia (R, a) la sottovarieta immersa di R? dell’esercizio 26. Costruire
una mappa C'°, f: S1 — R2?, con immagine contenuta in «(R) tale che la mappa
indotta f: S' — R ha immagine [0, +0cc). Mostrare che f non & continua e
tantomeno C'*°.

D’altra parte, la continuita di f € 'unica ostruzione:

Teorema 27. Nelle ipotesi di sopra, se f é continua é anche C*°. Inoltre se i
e un embedding, allora f é continua.

Dimostrazione. Sia p € P, e sia ¢: V — R un sistema di coordinate centrato
in i(p). Allora un sottoinsieme delle coordinate (z1 o, ..., z401%) definiscono un
sistema di coordinate in un intorno di p, cioé per qualche 7: R¢ — RF lineare,
v =mo¢oi e una carta in un intorno U di p in P. Se f ¢ continua, allora
f~1(U) & aperto, e vediamo che

’yof~|f~,1(U):WO¢OiOf:WO¢Ofo71(U)*>Rk

¢ una mappa C*°. Quindi f ¢ C*°.
Se i & un embedding, allora f = i~!of & composizione di mappe continue. []

1l motivo per cui pensiamo a una sottovarietd come una coppia (P, ¢) ¢ che
anche nel caso in cui P € un sottoinsieme e ¢ l'inclusione, la topologia di P non
¢ necessariamente la topologia indotta (se la sottovarieta non & regolare).

Corollario 28. Sia M wvarieta, P C M sottoinsieme. Per ogni topologia su P,
esiste al pit una struttura differenziabile compatibile su P tale che 'inclusione
i: P— M ¢é un’immersione.

Dimostrazione. Denotiamo con P’, P” lo spazio topologico P con due strutture
differenziabili compatibili che rendono 7 immersione. Applichiamo il teorema a
i, e troviamo che 7: P/ — P & continua perche ¢ lidentita e la topologia ¢ la
stessa. Dunque l'identita & C°°; vale nei due sensi, quindi & un diffeomorfismo.
Questo vuol dire che le carte di P’ sono anche carte di P”, cio¢ le due strutture
differenziabili coincidono. O

Osservazione. Se f: M — N embedding, allora f(M) con la topologia indotta
ha un’unica struttura di sottovarieta regolare rispetto all’inclusione; per questa
struttura f ¢ un diffeomorfismo. Infatti, la condizione che f: M — f(M) sia
diffeomorfismo definisce una struttura C* su f(M). Questa & compatibile con
la topologia di sottospazio perche f: M — N embedding. Per il corollario,
f(M) non ha altre strutture C° compatibili con la topologia sottospazio.

D’ora in poi, una sottovarieta regolare & un sottoinsieme M C N tale che
Iinclusione € un embedding.

In generale, se l'inclusione i: M — N e un’immersione, allora il tangente
T, M della sottovarieta verra identificato con la sua immagine di,(T,M) C T, N.

La forma locale delle immersioni & descritta dal seguente lemma.

Lemma 29. Sia f: M — N" immersione, p € M. Allora esistono una carta
¢: V= R" centrata in f(p) e un intorno U di p tale che fly & iniettiva e

$(f(U) = (V) NRY,

dove R* C R™ come spazio vettoriale. Se f ¢ un embedding inoltre si pud
supporre f(U) = f(M)NV.
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Dimostrazione. Sia 1 carta centrata in f(p), e sia m: R® — R? la proiezione
sulle prime coordinate. Per il Corollario 26, possiamo riordinare le coordinate
definite da ¥ in modo che ¥ = m o o f definisca una carta in un intorno W di
p; in particolare f € iniettiva in W.

WcM*f>f(W)cN

Pk

Ré<———R"

Adesso definiamo
zi: (mo) M (P(W)) = R,

o (2 i=1,...,d
") — o forptomoy i=d+1,...,n

Allora

diﬂi =

dip; i=1,....d
by — Y1 agdy; i=d+1,...n

sono linearmente indipendenti in p, quindi per il Corollario 25 in un intorno V'
di f(p) definiscono un sistema di coordinate. Sia U = W N f~1(V). 1l sistema
di coordinate x1, ..., x4 soddisfa la tesi se

{geVza(g) = ... = zn(q) = 0} = f(U). (4)

L’inclusione D ¢ ovvia. Viceversa se ¢ € nell’insieme di sinistra in (4), allora

2 =47 (7(¥(q) €W,

emoto f(z) = mo(q) per definizione, cioe ¥;(f(z)) = 1;(q) per i < d. Inoltre
la condizione x;(¢) = 0, ¢ > d implica

Yilg) = io fod ™ omo(f(2)) = vilf(2)),

quindi ¢ e f(z) hanno le stesse coordinate rispetto alla carta v e coincidono.
Questo dimostra (4).

Se f embedding, allora f(U) & aperto in f(M), cioe esiste W aperto in N
tale che f(U) = f(M)NW. Sostituiamo V con V N W, e abbiamo finito. =~ O

Dal lemma segue il seguente:

Proposizione 30. Sia M C N sottovarieta regolare chiusa. Allora la mappa
di restrizione C°(N) — C*°(M) é suriettiva.

Dimostrazione. Sia h: M — R C°; dobbiamo estenderla a h: N — R.

Per il lemma 29, preso p € M, possiamo prendere una carta di IV, ¢: V,, —
R™ centrata in p tale che M NV, = ¢~ *(R?). Adesso costruiamo h,: V, — R
che estende h|ysny,, ponendo

hy=hoop lomog,
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dove 7: R™ — R? ¢ la proiezione; questa risulta essere O perche hop™* |¢(Vp)de
¢ C®. Se p ¢ M, poniamo V, = N\ M, h, = 0. Adesso sia ¢ una partizione
dell’'unita subordinata a {V,}. Quindi ¢ ha supporto contenuto in V. La

somma 3
h=2) drhp,
k
¢ una funzione C°°; inoltre per ogni p € M,
hp)= Y éu(p)hy, (p) = hip)
é1 (p)#0

poiche su V,,, N M hy, coincide con h. O

Definizione 31. Se f: M — N e C*°, si dice che p € un punto critico se df,
non ¢ suriettivo; si dice regolare altrimenti. Si dice che ¢ € N ¢ un valore critico
se esiste un punto critico p, f(p) = ¢. Si dice che ¢ & un valore regolare se non
¢ critico, ciod ogni p € f~1(g) & un punto regolare.

Teorema 32. Se f: MY — N™ ¢ C>® eq € N ¢ un valore regolare, f~*(q) # 0,

allora f~1(q) & una sottovarieta regolare di dimensione d —n e

Tp(f_l(Q)) = ker df,,.

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che f~!(¢) ha una struttura di varieta
compatibile con la topologia di sottospazio. Intanto, € banalmente di Hausdorff
e a base numerabile.

Per costruire 'atlante, sia x1,...,x, un sistema di coordinate centrato in
g = f(p). Per il Corollario 26, abbiamo un sistema di coordinate yi,...,ydq,
definito in U e centrato in p, tale che

rziof=wy,i=1,...,n.
Allora f~1(q)NU ={y1 =0,...,y, = 0}. Quindi se ¢: U — R? & la carta,
d=modg: fYq)nU = RI™

¢ un omeomorfismo con 'immagine, che & aperta.

Per verificare che le mappe qNS cosi costruite costituiscono un atlante, osservi-
amo che per costruzione 'inversa @ la restrizione di ¢—!, quindi i cambiamenti
di carta hanno la forma

To g0t ywnre:

Quindi ¢ definito un atlante su f~!(g). L’inclusione i: f~1(¢) — M & un’im-
mersione perche nella carta ¢ corrisponde all’inclusione di R4~" in R?, cioe

gpoio(mog)l(z) = (0,2).
Infine, f oi e costante, e quindi il suo differenziale & zero, cioe
0=d(f oi)p =dfpodip;

quindi di,(T,(f~1(q))) C kerdf,, e per ragioni dimensionali vale I'uguaglianza.
O
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Se U & un aperto di R? e g: U — R™ & una mappa C™, il grafico

Ly={(y,9(v) |y €U}

¢ una sottovarieta regolare di R4*", con una carta data dalla proiezione I', — U.
Localmente vale il viceversa:

Corollario 33 (Teorema della funzione implicita). Sia M9 C R*"*? yna sot-
tovarieta regolare. Allora M ¢é localmente un grafico, cioé per ogni p € M, a
meno di riordinare le coordinate, esiste un intornop € U x V. .C R?* x R” e una
funzione C* g: U — R™ tale che

MU xV)={(y,9(y) |y € U}.

Dimostrazione. Siano x1,...,Z,4+q coordinate standard su R"*%; sappiamo che
Iinclusione ¢ ha differenziale iniettivo, quindi per il Corollario 26 possiamo sup-
porre a meno di riordinare le coordinate che x1 0¢,..., x40 siano coordinate in
un intorno di M. Poiche M ha la topologia di sottospazio, possiamo supporre
che 'intorno abbia la forma U x V', cosi che la carta individuata dalle coordinate
sia la proiezione

T MN{UxV)—U.

Per costruzione, I'inversa
tor U = UxV

ha la forma

y— (¥,9())
con g funzione C'*°. Poiche 7 & biunivoca, la tesi segue. O
Esercizio 29. Sia f: M — N un’immersione iniettiva propria, cioe la preim-
magine di ogni compatto ¢ un compatto. Dimostrare che f ¢ un embedding e
f(M) & chiusa.

Esercizio 30. Dimostrare che S¢ con la struttura di varieta definita dalle proiezioni
stereografiche & una sottovarieta regolare di R*+1.

Esercizio 31. Determinare valori critici e valori regolari di
2
FR™M SR, f(2) =z
Dimostrare che f~1(1) ha una struttura C* indotta che coincide con la struttura
standard sulla sfera.

FEsercizio 32. Dimostrare che non esiste un’immersione di S™ in R™.

Esercizio 33. Dimostrare che se W e uno spazio vettoriale e V. C W & un
sottospazio, allora V' € una sottovarieta regolare di W.

Esercizio 34. Dimostrare che il gruppo ortogonale O(n) & una sottovarieta
regolare di M(n,R) = R" di dimensione n(n — 1)/2.
Esercizio 35. Sia f: R® - R C*°,

flxy,...,zp) =22+ ... 422 | — 2.

Dimostrare che 1 & un valore regolare di f. Sia M = f~1(1). Siag = 23+...+22.
Trovare i punti critici di g|pr: M — R.
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Esercizio 36. Se M? & una sottovarietd immersa (regolare) di N™ allora TM &
una sottovarietd immersa (regolare) di T'N.

FEsercizio 37. Siav € T, M diverso da zero. Costruire una mappa C* f: M — R
tale che dfy,(v) # 0.

FEsercizio 38. Sia +: M — N una mappa C* con la proprieta che per ogni
funzione f: M — R esiste f: N — R che fa commutare il diagramma

M ——>N

N

Dimostrare che ¢ &€ un embedding con immagine chiusa in M (vale cioé l'inverso
della Proposizione 30).

10 Campi di vettori [5, 2]
Un campo di vettori su M & una mappa C*°
X M—->TM

tale che mo X = Id; in particolare a ogni p € M si associa un vettore X, € T, M.
Un campo di vettori locale su M ¢ un campo di vettori su un aperto di M.

Se X & un campo di vettori, U C M & un aperto, f € C*°(U), allora &
definita una funzione

X(f)=XfU—-R, Xf(p)=Xpf
Si dimostra che f — X f & una mappa di C*°(U) in se; pill precisamente, vale:

Proposizione 34. Sia X: M — TM wuna mappa tale che m o X = Id. Sono
equivalenti:

(i) X & C*;
(ii) per ogni sistema di coordinate (x1,...,xq), X = Zle aia%, dove a; sono
funziont C*°;
(iii) per ogni aperto U C M e funzione f: U - R C®, X f ¢ C*.

Dimostrazione. (i) = (ii): Dato un sistema di coordinate (x1,...,z4), le fun-
zioni dx;: TM — R sono C*°. Quindi a; = dz; o X sono mappe C'*° dall’aperto
coordinato in R, che corrispondono alle funzioni dell’enunciato perché per il
Corollario 17 5

0

(ii) = (iii): Basta dimostrare che X f & C* localmente, quindi restringiamo
U a un aperto coordinato con sistema di coordinate (x1,...,x4), e vediamo che

X70) = Y a) gy f
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dipende in modo C'*° da p.
(ili) = (i): Siano z1, ..., x4 coordinate locali U — R. Allora abbiamo una
carta

¢: TU - RYxRY, (pyv) = (21(p), ..., za(p); dz1(v), . .. dzg(v)).
Quindi

(X (p)) = (21(X(p)), ..., za((X(p)); dw1(Xp), . . ., dza(Xp))
= (‘rl(p)v oo ,l’d(p); X;D(xl)a o 7XP(1'd))7

le cui componenti sono C'*. O

Dati due campi di vettori X,Y su M, si definisce il prodotto di Lie [X,Y]
come il campo di vettori che soddisfa

(X,Y],: F =R, f— (XYf-YXf)(p). (5)

Ad esempio se X, Y sono campi cordinati, X = -2, Y = -2 allora [X,Y] = 0.

8%@ ? 8$j ?

Lo spazio dei campi di vettori si indica con X(M).

Proposizione 35. Il prodotto di Lie [X,Y] definisce un campo di vettori su M,
e (X(M),[,]) é un’algebra di Lie, cioé X(M) é un R-spazio vettoriale e:

(i) [X,Y] = —[Y, X];
(i) il prodotto (X,Y) — [X,Y] é bilineare su R;
(iii) wale lidentita di Jacobi
X, Y], 2] + [[¥, 20, X] + (12, X],Y] = 0.

Dimostrazione. Per la prima parte, dobbiamo verificare che per ogni p € M la
mappa R-lineare (5) & una derivazione. Questo & vero perché

(X,Y](fg) = XY(fg) —YX(fg)=X(g(Y )+ f(Yg) —Y(gX[f+ fXg)
= (Xg)(Y)+g( XY )+(X )Y Q)+ fXYg—(Yg) X f—gY X f—(Y [)(Xg)—fY Xg
=g(XYf)+ fXYg—-gYX[f - fYXg
=g[X,Y]f + fIX,Y]g

Quindi esiste un’unica mappa [X,Y]: M — TM che soddisfa (5). Questo &
effettivamente un campo di vettori per la proposizione precedente.

I primi due assiomi di algebra di Lie valgono banalmente. Per il terzo,
scriviamo

[[X,Y},Z] + HY7 Z]uX] + [[Z7X]7Y] =
XY -YX Z|+[YZ-2Y,X]|+[ZX - XZ)Y]
=XYZ-YXZ-ZXY+ZYX+YZX -ZYX
—XYZ+XZY +ZXY - XZY - YZX+YXZ=0.

O
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L 2 0 )
Esercizio 39. Su R?, calcolare [z1 552, T2 55-]-

Osservazione. Il prodotto di Lie € lineare su R ma non su C*°(M). Infatti, se

fe (M),

fX Y] =fXY =Y(fX) = fXY - (Y/)X - fYX = fIX,Y] = (Y[)X.

In generale una mappa C* f: M — N non induce una mappa di campi di
vettori. Tuttavia si dice che X su M e Y su N sono f-correlati se il diagramma

M2~ TM
if ldf
N —Y>TN
commuta; equivalentemente, se per ogni x € M vale df;(X;) = Y.

Esercizio 40. Se X, X’ sono f-correlati a Y.,Y” allora [X, X'] & f-correlato a
[Y,Y"].

Una orbita o curva integrale di X & una mappa C*° «: (a,b) — M tale che

Ad esempio su R™ un campo di vettori pud essere visto come una mappa
C*>, f: R* = R", f(p) = X,. Allora le orbite di X sono le soluzioni di

L’esistenza delle orbite segue da un noto teorema di analisi:

Teorema 36 (Picard [3]). Se Q@ C R™ ¢ aperto, f: Q@ — R™ ¢ localmente di
Lipschitz, allora per ognip € Q esistono w_(p) < 0 < wi(p) ea: (w_,wi) = Q

per cui
o (t) = f(a(t), o0)=p. (6)

Ogni altra soluzione di (6) si ottiene da « per restrizione.
Inotre le funzioni p — wy(p) sono semicontinue, per cui

{tp) |w-(p) <t <wy(p)} CRxQ
¢ un intorno di {0} x Q.

Teorema 37 (Peano [3]). Se Q CR™ ¢ aperto, f: @ = R™ ¢ C™, allora esiste
un intorno aperto W C R x Q di {0} x Q e una mappa C™

o: W — Q

tale che per ogni p € R™ la mappa t — ¢(t,p) é una restrizione della soluzione
di (6).

Lemma 38. Se X ¢ un campo di vettori su una varieta M, per ogni p € M
esiste un’unica orbita massimale di X con a(0) = p.
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Dimostrazione. L’esistenza segue dal teorema di Picard mettendosi in una carta
centrata in p.

Siano «, 8 due orbite definite sullo stesso intervallo (a,b). Allora {t | « = 5}
¢ chiuso. E anche aperto per l'unicita del teorema di Picard. Quindi a e f3
coincidono sull’intervallo di definizione. O

Diciamo che un aperto W C R x M ¢ radiale se per ogni p,
WNR x {p} =1, x {p},

dove I, ¢ un intervallo.

Teorema 39. Sia X campo di vettori su M. Allora esiste un aperto radiale
W CR x M che contiene {0} x M, e una mappa C*

o W — M

tale che le mappe ¢, : (a,b) — M, ¢.(t) = (t,x) sono orbite di X passanti per
¢.(0) = z. Inoltre ¢ ¢é unica, nel senso che ogni altra ¢': W' — M con la stessa
proprieta coincide con ¢ su W NW'.

Dimostrazione. Sia {(Uy, 1)} un atlante. Su ogni U, il teorema di Peano da
una mappa ¢, : Wy — U,, C™. Adesso se U, NUg # 0, vediamo che ¢, = ¢
su W, N Wpg per l'unicita: infatti per ogni p € Uy, t = ¢ (t,p) € t — ¢a(t, p)
sono orbite passanti per p, e quindi coincidono per il lemma. O

Si dice che ¢ e il flusso di X:

Corollario 40. Se (t,z), (s,¢(t,x)) e (t + s,z) stanno in W, allora

o(s, o(t, 2)) = ¢(s +t,2).
Dimostrazione. Poiche W ¢ radiale, I, = (a,b) contiene s,t,s + ¢t. Allora

u— ¢(u, p(t,x)), u— d(u+t, )
sono orbite che partono da ¢(t,x) e quindi coincidono in u = s. O
Osservazione. In particolare se W = R x M, allora
¢ o' =¢"t, ¢° = ¢(s,).

In questo caso ¢! & un diffeomorfismo con inversa ¢!, e si ha un omomor-

fismo di gruppi
R — Diff (M), t— ¢

dove Diff(M) & il gruppo dei diffeomorfismi di M. Vedremo in seguito che
quando M ¢ compatta si puo sempre supporre W =R x M.

FEsercizio 41. Sia 6 la coordinata su S! determinata dalla parametrizzazione
(a,a+27m) 360 = S, 60— e,

si determinino le orbite di a% e il flusso ¢.
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FEsercizio 42. Dimostrare che
. @2n—1 2 _
f' S _)Rna f(l'l,...,xgn)—(—CC27I1,—I4,1'3,...,—ZEQn,SL’Qn_l)

definisce un campo di vettori su S2*~!. Determinarne le orbite.

Esercizio 43. Sia M una varieta compatta, e X un campo di vettori. Dimostrare
che il dominio di definizione massimale del flusso di X e W =R x M.

FEsercizio 44. Dato un campo di vettori X su M, e pin M con X, # 0, costruire

una carta centrata in p su cui X = 621 .

11 Teorema di Frobenius [5]

Una distribuzione di rango k su M ¢ un sottoinsieme D C T'M tale che per ogni
peEM:

e D, =DNT,M ¢ un sottospazio vettoriale di dimensione £;

e esistono campi di vettori locali Xy,..., X, che generano D in un intorno
di p, cioe per ogni ¢ in un intorno di p, (X1)g, ..., (Xk)q € una base di D,.

Si dice che un campo di vettori & contenuto in D se la sua immagine lo e, cioe
X, € D, per ogni p.

Una varieta integrale di D € una sottovarieta immersa f: L — M tale che
dfp(TpyN) = Dy per ogni p € L. Una distribuzione di rango k ¢ integrabile

se intorno a ogni punto esiste un sistema di coordinate x1,...,x4 tale che le
equazioni

{.’L'k+1 = Ck+1y---,Td = Cd} (7)
definiscono sottovarieta integrali di D al variare di cgy1,...,cq in R.

Osservazione. Le sottovarieta definite da (7) sono sottovarieta regolari; tuttavia,
in generale le varieta integrali non sono sottovarieta regolari, anche quando la
distribuzione e integrabile. Ad esempio, la distribuzione

0 0
Span § =— + A+
P {aw 81/}
in ST x ST = {(e®,e%)} ¢ integrabile, ma abbiamo visto che se A ¢ irrazionale
ci sono sottovarieta integrabili non regolari (Esercizio 27).
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Teorema 41 (Frobenius). Sia D una distribuzione di rango k. Sono equivalenti:
(i) D é integrabile.
(ii) per ogni punto di D passa una sottovarietd integrale di D;
(iil) per ogni coppia di campi di vettori X, Y contenuti in D anche [X,Y] lo é.

Dimostrazione. i) = i) € ovvia.
it) == iii). Sia f: L — M una varietda integrale. Allora presi X,Y
contenuti in D esistono unici X,Y : L — T'L che fanno commutare i diagrammi

df df
TL——TM TL——TM .

o I

L———M L——M

Per vedere che sono campi di vettori, basta verificare che se x1,...,x) sono
coordinate su L allora le (X)x; sono C*°. Poich¢ f & un’immersione, possiamo
supporre che x; = y; o f dove le y; sono una sottofamiglia di un sistema di

coordinate su N. Adesso

Xp(yi of)= dfp(Xp)yi = Xf(p)Yi

che dipende da p in modo C*°.
Per costruzione X e Y sono f-correlati a X,Y, quindi il prodotto di Lie &
f-correlato a [X,Y]. In particolare

(X, Y] = dfp([X,Y],) € Dy(py:

poiche per ogni punto di M passa una sottovarietd integrale, segue che [X,Y] &
contenuto in D.

i) = ). Si procede per induzione sul rango di k. Se k = 1, D ¢
generata localmente da un campo di vettori della forma 8%1 (esercizio 44), quindi
¢ banalmente integrabile.

Supponiamo che l'implicazione valga per k — 1, e sia D una distribuzione
di rango k generata localmente da Xi,..., X). Possiamo scegliere un sistema
di coordinate locali centrata in p su un aperto U per cui X; = 8%1; possiamo
anche supporre che

o(U) = (—a,a) x W.

Siano adesso
Yi=X1, Yo=X5—Xo(z1)X1, ... Yi=Xp— Xi(x1)X;.
Allora gli Y; sono campi di vettori che generano localmente D. Sia
S={qeU|xi(q) =0}

allora gli Y; ristretti a S, ¢ > 1 definiscono campi di vettori Z;, cioe se ¢: S — U
¢ I'inclusione esistono campi di vettori Z; su S t-correlati agli Y;. Questo perché

Yi(z1) =0, i>1.
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Gli Z; generano una distribuzione D’ di rango k — 1. Inoltre D’ soddisfa la
condizione (iii). Infatti

Vi, Y]ar = YiYjay — VjYia1 =0, i,j> L.

Poiché D soddisfa la condizione (3), segue che [Y;,Y;] € Span{Ys,...,Ys} in
ogni punto, e quindi & (-correlato a qualche campo di vettori contenuto in D’.
Quindi i prodotti [Z;, Z;] sono contenuti in D’. Segue per le proprieta del
prodotto di Lie che D’ soddisfa la condizione (iii).

Usando l'ipotesi induttiva, a meno di restringere U e quindi S otteniamo
coordinate ys, . ..,yq su S tali che la distribuzione D’ abbia varieta integrali del
tipo

Yk+1 = Ck+1y---5Yd = Cq-
Queste coordinate possono essere estese a U 2 (—a,a) X S aggiungendovi y; =
z1. Basta ora dimostrare che

Yiy; =0, i=1,....k, j=k+1,...,d. (8)

Infatti se vale questo allora gli Y; sono combinazione dei a%j conj=1,...k,
cioe gli Y; e i aiyj generano la stessa distribuzione. Questo significa che le
sottovarieta regolari

Yk+1 = Ck+15---,Yd = Cd

sono varieta integrali della distribuzione D, che quindi e integrabile.
Per dimostrare (8), osserviamo che

3 .

Y1 = —;
' oy

questo perche Yiy; = d1;. Quindi se j > k,

9]
afylyi(yj) =YYi(y;) = . Y; Zczhyhyj>

dove le ¢;j, sono funzioni su U.
In altri termini, per j > k fissato, p € W, le funzioni

fi(t) =Yiy; (o7 (t,p))

soddisfano il sistema di ODE

Zczh tp fh()

Poiche f; = 0 per ¢t = 0, in quanto Y; = Z; su y; = 0 e per definizione delle
coordinate y;, la soluzione & f; = 0, e quindi vale (8). O

Esercizio 45. Se f: M — N ¢ una sommersione, mostrare direttamente che
valgono le tre condizioni del Teorema di Frobenius per la distribuzione ker df.
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Teorema 42. Data una distribuzione integrabile D su N e una varietd integrale
t: P — N, per ogni mappa C®, f: M — N, con f(M) C «(P), la mappa f che
fa commutare il diagramma

f

M ——

q

Dimostrazione. Per il Teorema 27 basta dimostrare che ¢ continua.
Sia p in M. Per definizione esiste un aperto coordinato V' centrato in f(p)
tale che

e ™.

{q ev | 'rk-l-l(Q) = Ck41y- - ,l‘d(q) = Cd}

sono sottovarieta integrali. Possiamo supporre che le x; si annullino in p.

Sia W la componente connessa di f~*(V) che contiene p; W & aperto perche
f71(V) & aperto e le varieta sono localmente connesse. Analogamente & aperta
la componente connessa U di t=1(V) che contiene f(p). A meno di restringere
V7

WU)={q €V |ar+1(q) =0,...,2z4(q) =0} : 9)
questo perche per ogni ¢ in U
0 0
Imdig = D, = Span{axl,...,azk}

e quindi se j > k dx; odi = 0, cioe d(z; ot) = 0, e dunque x; & costante

lungo il connesso «(U). Quindi vale I'inclusione C in (9); in particolare, |y €

un embedding, per cui possiamo restringere V' in modo che valga (9).
Adesso basta dimostrare che f(W) C +(U): se ¢ vero questo, allora f(W) C

U, e flw: W — U & la composizione di ¢|;' con f, e quindi continua.
Consideriamo la mappa

7 V= R7F 1(q) = (xr41(q), - . ., xa(q))

Poiche d(rot) = 0, la funzione 7or & localmente costante su ¢~ (V). Essendo P a
base numerabile per definizione, segue che ro.(.=1(V')) & un insieme numerabile.
Osserviamo che f(W) C «(P) NV & connesso, quindi 7 (f(W)) & numerabile e
connesso, quindi ¢ un solo punto, cioe 0 perché =(f(p)) = 0. In altri termini,

fW) C{zry1 =0,...,24 =0} = (U). O

Esercizio 46. Siano X,Y i campi di vettori su M = R*\ {0} dati da

D T A
8x2 (91‘1 31‘4 81’3
L R R )
8.133 8331 8$2 81‘4

Per ogni A € R*, sia
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(i) Dimostrare che, per ogni A, X & ry-correlato a X e Y & ry-correlato a Y.

(ii) Dimostrare che
D ={(p;v) e TM |v € Span{X,,Y,}}
¢ una distribuzione e determinare se € integrabile.
(iii) Si consideri la proiezione
m: M =R*\ {0} = RP*, 7(p) = [p).
Determinare ker dm, per ogni p in M.

(iv) Dimostrare che
D' = U dmp(Dp)

peEM

¢ una distribuzione su RP3.

(v) Determinare se D’ & integrabile.

12 Prodotti tensoriali e algebra esterna, [5]

Siano V, W spazi vettoriali. Si dice che una coppia (U, f) & un prodotto tensore
diVeW se

(i) U & uno spazio vettoriale
(ii) f: V x W — U & una mappa bilineare,
(iii) data ogni altra coppia (U’, f) che soddisfa (i) e (ii) esiste un’unica mappa

lineare n: U — U’ che fa commutare il diagramma

VxW LU
~U
n
U/
Teorema 43. Il prodotto tensore esiste ed € unico a meno di isomorfismo
canonico.

Dimostrazione. Sia F(V,W) lo spazio vettoriale libero sulle coppie (v,w) €
VxW,

FVW)= € R

(v,w)EVXW

In altre parole, F/(V, W) & costituito da combinazioni lineari formali di coppie
(v, w):

F(V, W) = {)\1(1)1,101) —|—...—|—/\k(vk,wk) ‘ N €R v, e Viw; € W}
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Sia R(V, W) il sottospazio generato dagli elementi del tipo
Av,w) = (Av,w), A(v,w) — (v, \w), (v1 + ve,w) — (v1,w) — (ve, w),
(v,w1 + we) — (v,w1) — (v,ws). (10)

Il quoziente
VoW =FV,W)/R(V,W)

& uno spazio vettoriale. Dato (v,w) in V x W, la classe [(v,w)] in V @ W si
indica con v ® w. Questo definisce una mappa bilineare

FVXW=VeW, flvw)=vw.
La bilinearita segue dalle relazioni (10).

Quindi (V ® W, f) soddisfa le condizioni (i) e (ii). Se (U’, f') soddisfa le
stesse condizioni, allora il diagramma

VW —Tlevew
\ J/
n
U/
commuta se e solo se vale
nv@w) = f'(v,w).

Usando le relazioni (10), la bilinearita di f’, e il fatto che i prodotti v ® w
generano V ® W si vede che esiste un’unica 7 lineare siffatta.

In particolare, il prodotto tensore & unico perché se (U’, f’) soddisfa anche
(iii), allora abbiamo un diagramma

VWL
N
n
Vew

e n’ ed i sono inverse I'una dell’altra. Quindi i € un isomorfismo, ed & canonico
nel senso che ¢ 'unico che fa commutare il diagramma. O

Corollario 44. Se {v;}icr € una base di V e {w;};cs é una base di W, allora
{vi ® wjtier jes
e una base di V@ W.

Dimostrazione. Sappiamo che le coppie (v, w) generano F(V, W), quindi i prodot-
ti v ® w generano V ® W. Inoltre se

V=M b AUy, W= pwy, . ppwy,,

allora v ® w ¢ combinazione lineare di prodotti v;, ® w;,,.
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Inoltre i v; ® w; sono linearmente indipendenti: supponiamo altrimenti. Al-
lora esistono un numero finito di vettori v;,,...,v;, e wj,,...,w;,, con una
combinazione lineare

n

E ChikVi, @ wj, = 0.
h.k

Questo significa che ogni mappa bilineare f: V x W — U soddisfa

Z Chkf(vik’wjk) =0

h.k
che ¢ possibile solo se cp = 0. O

FEsercizio 47. Dimostrare che e; ® e; + ea ® eo in R? ® R? non si pud scrivere
come prodotto v ® w.

Osservazione. Ogni elemento di V ® W e somma di un numero finito di elementi
della forma v ® w.

Proposizione 45. (i sono isomorfismi canonici
HVeW=WwWeV;
i) VeWeU) = (VeW)eU;

(iii) e, se V ha dimensione finita, V* @ W =2 Hom(V, W);

Dimostrazione. Per (1), prendiamo la mappa o (v®@w) = w®v. Questa ¢ 'unica
mappa indotta dalla mappa bilineare

VXW WV, (v,w)—=weu.

Viceversa, prendiamo p(w®v) = v@w. Allora poo coincide con 'identita sulla
base, per cui ¢ e p sono 'una l'inversa dell’altra.

Per (2) osserviamo che V @ (W ® U) & generato da elementi della forma
v ® (w ® wu); quindi prendiamo la mappa che sui generatori si comporta come

1R (weu) = (VW) ®u;
questa e la mappa lineare indotta da
(v,(w®u)) = (VW) u.

L’inversa ¢ costruita in modo analogo.
Per (3), costruiamo una mappa lineare

F:V*®@W — Hom(V, W), F(n®w)(v)=nv)w.
Se {v;} € una base di V, con base duale 7; di V*, allora I'inversa ¢ data da
G: Hom(V,W) = V' @W, Gf=> 0 f(v). O

Esercizio 48. Se V,W hanno dimensione infinita, la mappa F: V* @ W —
Hom(V, W) non ¢ suriettiva.

Nel resto della sezione supporremo che tutti gli spazi vettoriali abbiano
dimensione finita. In particolare avremo bisogno del seguente:
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Lemma 46. Se V ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita esiste un iso-
morfismo canonico V.= V** dato da

L:V =V, Lv)n) =n), neV"

Dimostrazione. Se {v1,...,v,} & una base di V, e {n1,...,n,} la base ad essa
duale di V*, allora

L(vi)(n;) = dij,
cioe {L(v1),...,L(v,)} & la base duale a {n1,...,n,} di V**: quindi L manda
basi in basi ed € un isomorfismo. O

Sia ora V uno spazio vettoriale su R di dimensione finita. Si definiscono:
e lo spazio dei tensori di tipo r, s
Vr,s _ V®T ® (V*)®S.

Qui V@ ¢ il prodotto tensoriale di V per se stesso r volte; per r = 0, si
intende che V& = R. In particolare, Voo =R.

e la algebra dei tensori

V)= P V.

r>0,5>0

Questo € un R-spazio vettoriale che ha una struttura di R-algebra asso-
ciativa, non commutativa, con unita, bigraduata definita da

(M@ QuQuw @ Qws) (V] Q@+ Rl ®W| ® - ®w,)
:(vl®~~®vr®v{®o~®v7’n,®w1®~~®ws®w'1®m®w;,).
L’algebra e bigraduata nel senso che V;. o - Vv o C Vigpr sy

e la algebra esterna

dove C(V) ¢ la sottoalgebra di T'(V)
C(V) =P Vo,
r>0
e I(V) ¢ il suo ideale bilatero generato da
{v@uv|veV}.

In altri termini (V') & il pit piccolo sottospazio di C (V) che contiene i
prodotti v ® v ed e chiuso per moltiplicazione a sinistra e a destra per
elementi di C(V).

Poiche i generatori v ® v sono omogenei, I(V) ¢ un ideale graduato, nel
senso che

IV)=@@L(V), L(V)=IV)NVi.
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Quindi il quoziente & anch’esso un’algebra graduata,

Vo
(V)

AV) =P AV), Ax(V) =
K

il cui prodotto si indica con A. Poiché Vj, o ¢ generato da prodotti del tipo
V1 @ - @ vk, Ag(V) & generato da elementi del tipo

vy A A\ .

Lo spazio A (V) si dice prodotto esterno k-esimo e soddisfa una proprieta
universale simile a quella che definisce il prodotto tensore. Si dice che una
mappa multilineare f: V" — R e alternante se

for, .. v0) = (D)1 f(vg,, ... vs,)

per ogni permutazione o € S”.

FEsercizio 49. Dimostrare che la mappa V" x (V*)® — V,. ; induce un isomorfismo
tra lo spazio delle applicazioni multilineari

Vix (V)Y =V x---xV xV*xxV*

avaloriin R e (V. 5)*.
FEsercizio 50. In A(V), v Aw = —w Aw.

Esercizio 51. Si dice che una coppia (U, f) soddisfa la proprieta universale per
mappe k-multilineari alternanti su V' se

(i) U & uno spazio vettoriale;
(i) f: V¥ — U & una mappa multilineare alternante;
(iii) data ogni altra coppia (U’, f’) che soddisfa (1) e (2) esiste un’unica mappa

lineare n: U — U’ che fa commutare il diagramma

vl
N
n
Ul

Dimostrare che a meno di isomorfismo canonico esiste un’unica coppia (U, f) che
soddisfa questa proprieta universale, cioe U = Ag(V), f(v1,...,0%) = v1A. .. V.

Esercizio 52. Sia vq,...,vq una base di V; dimostrare che 1'insieme
{vi, Ao AN, | < -0 <l
¢ una base di Ag(V), che ha quindi dimensione (Z)

Siano V, W due spazi vettoriali di dimensione finita. Una dualitd (pairing)
tra V e W e una mappa bilineare

() VxW-=R
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tale che per ogni v € V\ {0} esiste w € W con (v, w) # 0, e per ogni w € W\ {0}
esiste v € V tale che (v, w) # 0.
Una dualita definisce isomorfismi ¢: V =2 W* ¢: W = V* mediante

p(v)(w) = (v,w), P(w)(v) = (v, w).
Definiamo le seguenti dualita:

e V', con V, s, mediante la mappa definita sui generatori da

(MO 8N @U@ ®uyu @ Qw6 @ &)= [[ m(w)&(v;).
i=1,j=1
Abbiamo usato 'isomorfismo V = V** del Lemma 46.

Quindi V;*; = (V. )" & isomorfo allo spazio delle applicazioni multilineari
V' x (V) = R.
e Ap(V*) con Ag(V) mediante la mappa definita sui generatori da?

(M A Ao A= Avy) = det(n; (v5))i5-

Ne discende (per l'esercizio 51) che A (V*) & isomorfo allo spazio delle ap-
plicazioni k-multilineari alternanti su V. Esplicitamente, se o & in Ay (V*),
I’applicazione multilineare alternante associata e data da

a(vy,...,vp) = (o1 A+ Avg).

FEsercizio 53. Se {v1,...v4} & una base di V, e {n1,...,nq} & la base duale
di V*, allora {n; A--- An;,} e la base di Ap(V*) = (AxV)* duale alla base
{Uz'l AT /\Uik.}

Possiamo adesso esprimere il prodotto esterno in termini di applicazioni
multilineari. Denotiamo con Sj44 I'insieme delle permutazioni di p+ ¢ elementi;
una permutazione o in Sy, si dice p, g-shuffle se o1 < -+ < op e opp1 <+ <

Ip+q-

Proposizione 47. Se o € A, V*, € AjV*, allora

(@A B)(v1,. .., Vptq)

o 1
= Z (—l)l |1Tq!a(vgl,...,U%)B(UJPH,...,U%H)

= Z (—1)'”'04(1}01,...,vgp)ﬁ(vUerl,...,vaﬁq).

o p, q-shuffle

0ESpiq

Dimostrazione. Per linearita basta dimostrarlo per a e 8 elementi di una base;
poniamo quindi

0[:771/\.../\171)7 6:/,7p+l/\.../\77p+q7

2Questa & la scelta di [5, 2]. Altri autori mettono un coefficiente nel definire questa dualité.
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dove gli 7; non sono necessariamente distinti. Per definizione

p+q
aAB(v1,. .., Uptq) = det(n(v;)) = Z (*1)”' H 1 (Vo)
0ESpiq i=1
P q
= Z (71)|J| Hni(voj) H 77j+p(va,-+p)7
0ESpiq i=1 j=1

D’altra parte

Z (71)‘(7'0‘(”017' . ’Uop) = p!Oé(’Ul, s avp)'

oES)
e lo stesso vale per ; quindi basta dimostrare che a A B(v1,...,vp4q) coincide
con
> (=D)a(v,, . 00,)BWey s Vo)
o p, g-shuffle
= Z (_1)|0| Z (_1)|p|771 (Uapl) o 'np(vapp) Z (_1)‘S|77p+1(vop+sl) e 77p+q(vap+sq)
o p, g-shuffle PES, SES,
pt+q
= 3 ) ] mlvs). O
0ESpiq i=1

FEsercizio 54. Dedurre dalla Proposizione 47 che se a € A1(V) e f € Ag(V),

allora
k

aAB(Xo,. ... Xi) =Y (—1)'a(X:)B(Xo, ..., Xi,. .., Xp).
=0

13 Forme differenziali e tensori [5]
Data una varietd M? definiamo
o T M = Upepr(Ty M),
o A*M = cps Ai(T; M) (in particolare T*M = A*M).
o AM =, A(TM).

In particolare
A°M =M xR =Ty oM.

Osserviamo che la scelta di una base di T, M determina isomorfismi
(TyM)ys = (RY),g,  Ap(TpM) 2= ARRY), AT M) =2 ARY).
Infatti se f: T,M — R¢ & isomorfismo lineare, allora
fr1® - @ua@m e @na) = f(1)® @ fua) ® () 'm@--@ (1) (na)

Fon A nm) = A A (a)
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¢ pure un isomorfismo.
In particolare se ¢: U — R? & una carta, abbiamo identificazioni naturali

é: {(p;a) € T M | p € U} = ¢(U) x (RY),s,  d(p; @) = (6(p); dp(a)).
d: {(p;) € A"M | p € U} = o(U) x A(RY),  d(p; ) = ((p); ddy(cv)).
é: {(p;a) € AM | p e U} = 6(U) x ARY),  6(p;a) = (6(p); ddp(a)).
dove i codomini sono aperti in uno spazio vettoriale.

Teorema 48. T, M, A*M e AM hanno un’unica struttura di varietd per cui
le mappe ¢ sono carte. Allora le proiezioni

mw:Tr oM — M, 7:A*M = M, 7:AM — M
sono C°.

Dimostrazione. Basta osservare che I'isomorfismo f definito sopra dipende in
modo C* da f. Infati se ¢ e 1 sono due carte su M, allora

(p0) 5 (G471 (@), d(g 0 ¥~ 1)p(a))
¢ C°°. Si procede quindi come nel Teorema 21. O

In analogia con i campi di vettori diamo le seguenti definizioni:

e un tensore di tipo r, s su M ¢ una mappa C* a: M — T, M, moa = Id;

e una k-forma differenziale, o semplicemente k-forma, ¢ una mappa C*
a: M — AFM, 7oa =1d;

e una forma differenziale su M & una mappa C* a: M — AM, moa =1d.

Le k-forme su M definiscono uno spazio vettoriale QF(M); vale
d
QM) =) QFM).
k=0

Quindi Q(M) & un’algebra graduata. Inoltre Q°(M) = C>°(M). In particolare,
Q(M) & una C°°(M)-algebra.
Osservazione. Come per i campi di vettori, una mappa a: M — A¥(M) tale
che moa = Id e C°°, e quindi una forma differenziale, se e solo se si scrive
localmente

o = Z (2730 Z-,Cdxil VANRERIVAN dac%

1<t << <d

con le a;, .. ;, funzioni C'*°.
Una k-forma definisce per ogni punto p una mappa k-multilineare alternante

ap: T,M X - - xT,M =R, ap(vi,...,v5) = (ap,v1 A=+ Avg);
useremo anche la notazione
a(pa V1, .. 7”1@)'

In particolare i coefficienti nella forma locale sono dati da

0 0
Qiy,..., ik(p):a p;al" T O .
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Definiamo adesso un operatore
d: QM) — Q(M),

detto derivata esterna. Per cominciare, osserviamo che se f € QY(M) =
C° (M), allora df : TM — R definisce una 1-forma

df: M — MM, df(p) = (p; dfy).

Vogliamo estenderlo a un’antiderivazione di grado 1, cioé un endomorfismo R-
lineare di £2(M), con la proprieta che
d(Q"(M)) Q" (M),
dlaNB)=da B+ (-1)fanp, acQ¥M),peQ(M).

Osserviamo che la definizione di d: Q°(M) — Q'(M) soddisfa quest’ultima
equazione per la regola di Leibniz.

Teorema 49. FEsiste un’unica antiderivazione d: Q(M) — Q(M) di grado 1
tale che dod = d*> =0 e d coincide con il differenziale per le funzioni su M.

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima il teorema per un aperto coordinato U
con coordinate x1,...,xq.

Per 'esistenza, osserviamo che ogni k-forma su U si scrive in un unico modo
come somma di elementi della forma fdz;, A--- A dz;,. Definiamo quindi una
mappa additiva

d: QU) — QU)

che sui generatori soddisfa
d(fdx;y N+ Ndxg,) =df Ndxg, A+ ANda,;

questa e banalmente R-lineare e di grado 1. Per linearita basta verificare che e
un’antiderivazione sui generatori,

d ((fdglci1 A Ndxg, ) A (gdag Ao A dxiHh))
= d(fg) ANdziy N N dmikJrh
= (gdf + fdg) Ndxi, N---Ndx,,,, = df Ndxg, N---Ndg, Agdag, N Ndag,
+ (=) fdziy, A+ ANday, Ndg Adz, A Ad,,, -

Infine,
d2(fd.’1,‘i1 VANCERIVAN d.’IJZk) = d(df A\ dl‘il VANREIAN dl‘lk)

of
J

o f
7.k

questa quantita si annulla perché scambiando j e k cambia di segno.
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Per dimostrare 'unicitd, osserviamo che se d’ & un’altro operatore con le
stesse proprieta, allora

d'(fdwy, N+ Ndag,) =d f Adxg, A+ ANdg, + fd (dzg, A+ Adag,);

d’altra parte il secondo termine si annulla perché d’ & un’antiderivazione e
d'de; = d?z; = 0;
inoltre df = d’' f per ipotesi, quindi d = d'.

Grazie all'unicita, d: Q(U) — Q(U) non dipende dalla scelta delle coor-
dinate; quindi i d si incollano e definiscono d: Q(M) — Q(M). Questo da
Pesistenza globale. Per 'unicita globale occorre osservare che dato un operatore
d: QM) — Q(M) che soddisfa le condizioni richieste, se ¢ & una funzione C'*°

che ha supporto contenuto in un aperto coordinato U e identicamente uguale a
1 in un intorno di p, allora

d(ga)=dgna+gnda

in particolare d’(ga)(p) = d'a(p). Poiché ga si pud scrivere a sua volta come
combinazione di funzioni della forma

fd],‘il VACERIVAN d]}ik,

e abbiamo gia visto che d’ deve coincidere con d su forme di questo tipo, segue
che d'a(p) = da(p) per ogni p. O

Data una mappa f: M — N definiamo la mappa di pull-back
[T QN) = Q(M),
definita cosi: se a € una k-forma, allora
fra(pivr, .o oe) = alf(p)idfp(vr), - . dfp(vr)).
Osserviamo che:
e Per k=0, f* & la composizione a destra, f*g =go f.

¢ (f*a), dipende solo da ay(p, cioé f* ¢ determinata dal suo comporta-
mento puntuale.

e Su un aperto coordinato su N, f* agisce come
F*(gdaiy A+ Ndai,) = (go fd(wi, 0 f) A+ Ad(zi, o f).
In particolare, questo dimostra che f*a e C'°°, cioe che f & ben definita.
e Se g: QP) — Q(M), allora (fog)* =g*o f*.

e Se U C N & un aperto e f: U — N ¢ l'inclusione, allora f*a si puo
identificare con la restrizione di a a U, nel senso che fa commutare il
diagramma

AkU I AkM )

AT
v—T -

dove le frecce orizzontali sono inclusioni. In questo caso, scriveremo anche
aly al posto di f*U.

44



Proposizione 50. f* ¢ un omomorfismo di R-algebre che commuta con d.

Dimostrazione. La R-linearita ¢ ovvia; dobbiamo dimostrare innanzitutto che
fflanp)=ffan fB.

Per ogni multivettore (z;v1,...,Uptq) vale

frlanp) (v, .. vpiq) = (@A B)(f (@) dfz(v1), - . ., dfa(Vprq))
= Z (—1)|U|ﬁa(f(x);dfmvgl,...7dfmv(,p)ﬁ(f(m);dfmv(,p+l,...,dfzvgpﬂ).

0ESptq
D’altra parte

o] L

(ffanf*B)(x;vi, ..., vptrq) = Z (=1 plq!

0E€Sptq

Per verificare che do f* = f* od, osserviamo dapprima che per g in C*(N),
vale

d(f*g)(p;v) = d(g o f)p(v) = dgyp)(dfp(v)) = frdg(p;v).

In generale, prendiamo un sistema di coordinate x1,...,z4 di N e supponiamo
che la restrizione di « all’aperto coordinato U abbia la forma

aly = gdxi, N ANdxg,; (11)
allora,
(ff )1y = (g0 fd(mi o f) A+ Nd(w4y 0 f).
Segue che
d(f*a)|g-1@wy =d(go fd(zi o f) A+ Ad(ziy o f).
D’altra parte

(frda)| -y = fr(dg Nday, A--- Ndag, ) = f*(dg) A frdxs, A--- N dxg,.

In generale, « si puo scrivere come somma di elementi della forma (11), quindi
per additivita possiamo concludere. O

14 Coomologia di de Rham, [2]

Per p intero non negativo definiamo
ZP(M) ={a € Q*(M) | da = 0}; BP(M) = {da|ac Q"1 (M)}.

dove si pone Q71(M) = 0 per definizione, e quindi B®(M) = 0. Gli elementi
di ZP(M) si chiamano forme chiuse, mentre gli elementi di B?(M) si chiamano
forme esatte. Poiche d? = 0, le forme esatte sono chiuse, e ha senso definire il
quoziente

Jrax;v0, 00, ) [T B V0, 15y Vo)



noto come p-esimo spazio di coomologia di de Rham?®. Gli HP(M) cosi definiti
sono spazi vettoriali su R; in effetti possiamo pensare a

H(M) =P H" (M)

peN
come un’algebra graduata, quoziente delle algebre graduate Z(M) = kerd e
B(M) =Imd.
Esercizio 55. M & connessa se e solo se HY(M) = R.
Esercizio 56. Se p > d & maggiore della dimensione di M?, allora HP(M) = 0.

FEsercizio 57. Se M = {pt} contiene un solo punto, allora

R p=0
0 p>1°

HP({pt}) = {

FEsercizio 58. Se M = |J,.; M;, dove M; C M sono aperti disgiunti, allora

el
HP (M) = [ H? (M)
el

Diciamo che due mappe C* f,g: M — N sono omotope (in senso C*°) se
esiste una mappa C°,
F:Rx M — N,

detta omotopia, tale che
Si scrive allora

f~y
o anche f ~p g.

Esercizio 59. Se f e g sono mappe omotope, esiste un’omotopia F': Rx M — N
tale che
F(t,x):f(:c), t <0, F(t,x):g(x), t>1

Esercizio 60. L’omotopia definisce una relazione di equivalenza sulle mappe da
M in N.

Data una mappa f: M — N C*°, f* manda forme chiuse in forme chiuse e
forme esatte in forme esatte, perché commuta con d (Proposizione 50): quindi
induce una mappa f* mediante il diagramma,

Z(N) L= z(0M) |, f4((a]) = [*al.

L,

Teorema 51. Se f,g: M — N sono mappe omotope, allora f* = gt.

3Si usa talvolta la notazione HYp (M) per distinguere da altri tipi di coomologia.
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Dimostrazione. Osserviamo che se U & un aperto coordinato in M con coordi-
nate x1,...,xq, allora R x U & un aperto coordinato in R x M, con coordinate
date da t,z1,...,2q. Quindi una k-forma su R x M ¢ localmente somma di
componenti del tipo

u(t,x)dt Ndziy, A+ Ndzy,_,,  u(t,z)dz; A--- Adz;, .

In particolare esite una mappa lineare

QFR x M) = QYR x M), o— %Ja

definita localmente sui generatori da
0 0
e (udt Ndxgy A---Ndxy, ) = udxy, A---ANdzy,, e (udxiy A+~ Ndx;,) = 0.

Sia F: R x M — N un’omotopia tra f e g. Definiamo mappe hy: QF(N) —

k1M, )
hi(o)(z) = /0 ds <§tJ F*a(s,x)) .

L’integrale ha senso perche T (R x M) = R x T, M, quindi fissato z gli spazi
Ay (T (R x M)) sono canonicamente isomorfi al variare di s. In altri termini,
se

0
e Fra(s,z) = udx;, N--- ANdx;,_,,

allora L
hi(a)(z) = (/0 u(s,x)ds) dai, AN+ Nday, .
Vogliamo dimostrare che
g — f*=dohy + hpy10d: Q°F(N) — QF(M). (12)
In altri termini se 8 = F*a € Q(Rx M), e ig,41: M — R x M sono le inclusioni
io(z) = (0,2), i1(z)=(1,2),

dobbiamo dimostrare

ZTﬂ - 185 = (F o il)*a — (F ¢} io)*a = g*a — f*a
= dhpa + hpprdo = d/o ds <atJ5) +/0 ds (atJ dﬁ) )

B =udt Ndxy N+ ANdxy,_,

Se 3 ha la forma

allora ¢7dt = d(t oi1) = 0, e lo stesso vale per ig, quindi
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mentre dhpo + hipyi1da in p e

1 1
0
d (/o ds (u(s, p)dxi, A=+ A dxikl))/o ds <Z %u(s,p)dxj Adxi, A A dg;ik1>

J

1
5 8l‘j 0

Se invece S ha la forma
B =udx;, N--- Ndx;,

allora
Zy{ﬂ(p) - Z(*)ﬁ(P) = (U(l,p) - U(O,p))d.’ﬂil ARERIA dxzk
Inoltre dhiya + hig41da in p &

1
/ ds (gﬁ:(&p)d% Ao A dmik> = (u(1,p) — u(0,p))dx;, A--- Aday,.
0

Poiché g & localmente somma di forme dei due tipi considerati, abbiamo
dimostrato (12). Adesso osserviamo che se « & una forma chiusa,

g a— ffa=dhra+ hgr1da = dhio
€ una k-forma esatta; quindi
gl = ffla] = [g"a] — [f*a] = [dhya] = 0. O

Si dice che due varieta sono omotopicamente equivalenti (in senso C'*°) se
esistono f: M — N, g: N = M C® tali che

fog~1d, gof~1Id

Si dice allora che f e g sono equivalenze omotopiche (in senso C*°) e che sono
l'una la inversa omotopica dell’altra. Si dice che una sottovarieta M C N & un
retratto di deformazione se esiste una retrazione r: N — M che ha l'inclusione
i: M — N come inversa omotopica.

Corollario 52. Se f: M — N ¢é un equivalenza omotopica, allora
f* H(N) — H(M)
€ un isomorfismo.

Dimostrazione. Sappiamo che (go f)! = f¥o g = Id*; d’altra parte Id* = Id.
Allo stesso modo ¢f o f# =1d. O

Esercizio 61. Dimostrare che se U C R™ ¢ un aperto stellato, allora

R k=0

Hk(U):{O E>1"
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FEsercizio 62. Dimostrare che H(T'M) = H(M).

Una successione

~~-—>Ln_1f"—71>Lnf—">Ln+1—>~-~

dove gli L; sono spazi vettoriali e le f; sono applicazioni lineari si dice esatta se
ker fry1 =Im f,

per ogni n.

Osservazione. Le successioni
0-ALB A%BSs0 054 B0

sono esatte se, rispettivamente, f € iniettiva, g & suriettiva, h € un isomorfismo.
Osservazione. La successione
d d d
SSaorm) Lottt S
non & mai esatta. Ad esempio, se M = {pt}, la successione diventa

0—-R—>0—0

che non ¢ esatta. In generale, la successione puo essere esatta se e solo se tutti
gli H*(M) sono uguali a zero. Tuttavia, H°(M) = Z°(M) contiene le funzioni
costanti, quindi questo non accade mai.

Supponiamo adesso M = U UV dove U,V sono aperti, e indichiamo con
11,192, J1, j2 le mappe di inclusione:

U
unv M
v

Definiamo
d: QU) e QV) = QU) ® V), d(n,§) = (dn, d§).
Osserviamo che d? =0, e

ker d
Imd

kerd=Z({U)® Z(V), Imd=BU)® B(V), ~HU)® H(V).
Lemma 53. Se si pone a = (if,13), B(n,m2) = jim — jane, la successione
0 QM) S QU e (V) S oUunv) =0 (13)

e esatta; inoltre le mappe o e B commutano con d.
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Dimostrazione. Innanzitutto « € iniettiva, perché se una forma e zero su U e su
V allora lo e sull’unione.
Per definizione,
Bla(n)) = jiitn — jzizn =0
perché i1 o j; = i3 0 jo. Quindi Im« C ker 8. Viceversa, se 8(n1,12) = 0, allora
significa che 71 e 1y coincidono sull’intersezione U NV, quindi si incollano per
definire una forma globale, cioé Im o = ker 3.

Mostriamo infine che 3 & suriettiva: data n € Q(UNV), prendiamo una par-
tizione dell’unitad subordinata a {U,V}. Per lesercizio 8 possiamo supporre
che la partizione sia composta da due sole funzioni p; e p2, suppp; C U,
supp p2 C V. Adesso poniamo

p(x)n(x) zeUNV
mix) = § 1)
0 z €V \ (supp p1)
Per costruzione 1y € Q(V). Analogamente definiamo 72 in Q(U),
p2(z)n(z) z€UNV
(e — {7
0 z €U\ (supp p2)
e quindi
B2, —m) =n.
L’ultima affermazione € ovvia. O
Discende dal lemma che per ogni k abbiamo mappe indotte in coomologia
of HE(M) — HY(U) @ H*(V), p*: H*(U)® H*(V) - HY(UNV).
La successione esatta (13) induce un’altra successione esatta:
Teorema 54 (Mayer-Vietoris). Se M = U UV dove U,V aperti, allora esiste
una successione esatta lunga di spazi vettoriali e applicazioni R-linear:

0 —= HO(M) o HOWY @ HO(V) — = HOU A V)

/,,,j%
HY(M) of LT

/,/L/

# t
Hk+1(M) —fHkH(U) @Hk-&-l(v) L>Hk+1(UﬂV) .

Dimostrazione. Questa € una conseguenza puramente algebrica del lemma. In-
fatti abbiamo un diagramma commutativo

04>Qk+1(M) 4>O‘Qk+l(U) @Qk—o—l(v) L>Qk+1(UﬂV) — =9

d d d

0—— QF(M) = QF(U) @ QF (V)

d d ]

0 — QF1(M) —2 QR 1(U) @ QF—1(V) = QL (U N V) — 0

0

50



dove le righe sono esatte. Per definire 8y, prendiamo n € Z*(UNV) e scegliamo
&, v in modo da ottenere questo diagramma dal precedente:

0 dé¢ ——=0 ) 0
dT dT dT

0 ¢ —>dy 50 0
|,

S J—"

Esplicitamente, usiamo la suriettivita di § per scrivere n = 8(v); allora 8(dy) =
dn = 0, quindi per esattezza dy = a(£) per qualche & € QF(M); inoltre a(d¢) =
d(a(€)) = d?>y =0, quindi £ & chiusa e ha senso definire

Bisogna verificare che [£] non dipende dalle scelte fatte: infatti se ['] = [n],
B(Y) =1, dy = a(f'), allora ' —n = d(B(w)) per qualche w, quindi B(y" —
v — dw) = 0 e dunque

Y =y —dw = a(p)
per qualche p; dunque

dy' — dy = d(a(p))

dy' = a(§ +dp);

poiche « & iniettiva, [£'] = [ + dp] = [£].
La linearita segue in modo ovvio dal fatto che tutte le mappe sono lineari.
11 fatto che ;0% e af 0, siano zero segue dal diagramma,; inoltre ffoaf =0
perche S oa =0.

Per vedere che ker 0y = Im B, supponiamo 9i[n] = 0 e consideriamo il
diagramma
a B
0 13 dy 0 0
dT dT dT
B
0—w Y——==N—=0
da cui

cioe

[n] = B[y — a(w)].
Analogalmente per dimostrare ker of = Im d), supponiamo of[¢] = 0 e usiamo il
diagramma

0 e gy 0
B
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Infine per verificare che ker 3% = Ima* si prenda [y € ker 3% e si consideri il
diagramma

oy ﬁdn 0

]

p——=1—>0

Allora v — dp & una forma chiusa in Im, e quindi [y — dp] € Im of. O

Esempio. Sia S' = U UV, dove U ¢ il complementare del polo nord e V il
complementare del polo sud. Sappiamo che H°(S!) = R perché S! & connesso;
inoltre H*(S') = 0 per ragioni dimensionali. Per calcolare H!(S!) usiamo
la successione di Mayer Vietoris associata alla coppia {U,V}. L’aperto U &
diffeomorfo a R, quindi H(U) = H({pt}). Inoltre U NV & unione disgiunta
di due archi, quindi H({U NV) = H({p,q}). Dunque la successione di Mayer
Vietoris ha la forma

0—> HO(SY) —Z HOW) @ BHOV) 2 BHOU V) 2 HI(SY) —> HY(U) & HL(V)

0 R RPR—R®R ? 0
Si puo concludere usando la formula di Grassmann che
1 = dimIma* = dimker 8 = dimkerd, = dimIm g* =1

e quindi H'(S') ha dimensione uno. Se si vuole essere piu espliciti, possiamo
rappresentare H%(U N V) come lo spazio delle funzioni

A x>0

:UNV =R, YY) = .
f)\[t — f(l'y) {M 2z <0

L’immagine di 3% ¢ caratterizzata da \ = p.
Adesso se p1, p2 € una partizione dell’unita subordinata a {U, V'},

Faw= B2 faw)los =(prfa)lv)

e quindi [¢] = Oo([fau]) € caratterizzato da

(f)\udan _f/\udpl) = a(ﬁ),

cioé £ € Q(S) & caratterizzato da

Elu = foapdpz,  &lv = —faudpr;

poiché dpy + dps = 0, possiamo scrivere

§ = faudpa.

Questa forma e esatta quando A = pu, perché in tal caso fyyp2 € una funzione
C*> su St. Se A\ # p, la sua immagine in H'(S!) & un generatore.
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15 Applicazioni

FEsercizio 63. Sia 6 la coordinata locale standard su ST,

p = (cosé(p),sind(p)).

Dimostrare che la 1-forma locale df si estende a una 1-forma v su S* e [y] ¢ un
generatore di H!(S%).

Esercizio 64. Dimostrare che se f: St — S',  f(z) = 2", allora
FrHV(SY) > HA(SY,  filw] = nll,

Esercizio 65. Sia f: S — RP' la mappa f(z,y) = [z : y]. Dimostrare che f ¢
C* e dfp # 0 in ogni punto. Costruire un diffeomorfismo g¢: RP' — S tale che

(go f)f: HY(SY) — HY(SY), (go f)* =2Id.

Proposizione 55. La coomologia di de Rham della sfera ¢ data da

HE(S™) = R k=0,n
)0 altrimenti

Dimostrazione. Si procede per induzione su n. Per n = 1 'abbiamo gia visto.
Per il passo induttivo, sia n > 1, e siano U e V' i complementari dei poli. Allora
S7=1 % {0} ¢ un retratto di deformazione di U N'V. Quindi la successione di
Mayer-Vietoris da

0 — HO(5") —< HOU) @ HO(V) L HOW 0 V) s HL(SM) — HY(U) & HL(V)

0 R ROR R ? 0

da cui si vede che % ¢ suriettivo, e quindi H'(S™) = 0. Inoltre per k > 0 la
successione esatta

#
Hk(U) ) Hk(V) L> Hk(U nv) L Hk"’l(S") . H’”‘l(U) @ Hk+1(V)

implica H*(S"~1) =2 gk+1(gn). O
Esercizio 66. Dimostrare che se f: S™ — S™ & un’equivalenza omotopica C'*°,
allora n = m.

Per estendere questo risultato al caso continuo, avremo bisogno del seguente
teorema di approssimazione.

Teorema 56. Sia M una varieta e A una sottovarieta regolare chiusa di M.
Sia f: M — R™ una mappa continua per cui la restrizione fla: A — R™ sia
C. Allora per ogni € > 0 esiste una g: M — R™ C tale che gla = fla e

|f(z) — g(z)| < € per ogni x.
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Dimostrazione. Per la Proposizione 30, esiste h: M — R™ C che estende f.
Quindi esiste un intorno V"2 A dove

[h(z) = f(2)| <e.
Per ogni « ¢ A consideriamo l'intorno

Ve={ye M\ Al|f(z) - f(y)| <e};

sia hy: V, — R la mappa costante h,(y) = f(z). Per ogni z € A, poniamo
Vo=V ehy=h.
Prendiamo una partizione dell’unitad py subordinata a {V, }. Poniamo adesso

g = Zpkhxk'
k

Adesso g € C*° perche le hy, : V;, — R™ sono C*. Inoltre se x € A, allora
g(x) = f(z); infatti pp =0 su A se z;, ¢ A. Quindi

g(@) =Y pe(@)he (2) = Y pr(@)f(2) = f(2).

€A TEEA

Se invece y ¢ A, allora

lg(y) — f(y)| =

> ok W)ha, (v) — f(y)
k

> o) (ha (v) = FW) + Y ok F ) = f(y)

k k

> o) (hay (y) — f (1)
k

< Zpk(y)e =e O

k

Ricordiamo che due mappe continue f,g: X — Y sono omotope (in senso
continuo) se esiste F': [0,1] x X — Y continua con F(0,-) = f, F(1,:) = g.
Analogamente si definisce la nozione di equivalenza omotopica continua, etc.

Corollario 57. Se f: 8™ — S™ e un’equivalenza omotopica continua, allora
n=m.

Dimostrazione. Si applica il teorema con € = 1 alla funzione S™ — R™+! 2 —
f(z) e si ottiene g: S™ — R™*1\ {0} funzione C°° tale che per ogni =
lg(z) — fz)| < 1.

Allora
() + (- tg(a)
[tf(x) + (1 = t)g(x)]
¢ continua perché f(z) e g(x) sono linearmente dipendenti solo se coincidono e
definisce un’omotopia continua tra f e

fi: 8" = 8" fi(z) = g(z)/|g(x)].

F:[0,1] x S™ = S™,  F(t,z)
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Analogamente I'inversa omotopica di f & omotopa a una mappa C'*
fo: 8™ — S™

Per costruzione fi o fo e fo o f; sono omotope all’identita. Tuttavia a priori
I'omotopia ¢ solo continua: mostriamo che puo essere presa C'°. Sia

G:RxS"—=S" GO,)=frofi, GA,)=Id

un’omotopia continua. Allora G ¢ C* sulla sottovarieta regolare A = {0,1} x
S™. Quindi esiste H C* che coincide con G su A e |G — H| < 1. Adesso la
mappa

H(t, )
(t,x) = L.
|H(t,z)|
da 'omotopia cercata. Lo stesso vale per fi o fo, quindi S™ e S™ sono omotopi-
camente equivalenti nel senso C'°° e si puo applicare la proposizione. O]

Esercizio 67. Dimostrare che R™ \ {0} & omotopicamente equivalente a S™~1.
FEsercizio 68. Dimostrare che R™ e R™ sono omeomorfi se e solo se n = m.

Esercizio 69. Sia

ooy, by I feg

una successione esatta. Allora
Z(—1)k dim L, = 0.

FEsercizio 70. Si calcoli la coomologia di de Rham di S* x S!.
Esercizio 71. Si calcoli la coomologia di de Rham di (S1)*.

Esercizio 72. Dimostrare che la coomologia di de Rham di RP? ¢

R k=0

H*(RP?) =
0 k>0

Esercizio 73. Dimostrare che CP' ha la stessa coomologia di S? (in effetti si
puo dimostrare che sono diffeomorfi).

Esercizio T4. Dimostrare che la coomologia di de Rham di CP? &

R k=024

H*(CP?) =
0 k=1,3

16 Esercizi

FEsercizio 75. Sia M una varieta e sia o una 1-forma su M. Dimostrare che:

(i) in coordinate locali x1,...,xq
do( 2 O2N_ 2 (9 _ 9 (2],
81'1 ’ 81'2 - 8561 8x2 8x2 81'1 ’
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(i) I'applicazione
£ X(M) x X(M) — C®(M), &(X,Y)=da(X,Y)
& C>°(M)-bilineare;
(iii) Dapplicazione
v X(M) x X(M) = C=(M), 7(X,Y)=Xa(Y) - Ya(X) - a([X,Y])
& C°°(M)-bilineare;

(iv) per ogni punto p e ogni X,Y campi di vettori, v(X,Y)(p) dipende solo da
X, eY,.

(v) per ogni X,Y campi di vettori vale

da(X,Y) = Xa(Y) — Ya(X) — a([X, Y)).

Supponiamo adesso che dao = 0 e «;, # 0 per ogni p. Dimostrare che :

(vi) intorno a ogni punto di M esiste un sistema di coordinate z1, ..., x4 tale
che a = dxq;

(vii) Vinsieme
D ={(p;v) € TM | ap(v) = 0}
¢ una distribuzione.
(viii) D ¢ integrabile.

FEsercizio 76. Siindichino con x1, 2, T3, Y1, Y2, ¥3 le coordinate standard su RS =
R3 x R3; sia

M= {(%)2 + (@2)* + (3)> = 1= (11)* — (y2)* — (y3)2}.

Si considerino i campi di vettori su R®

(i) Si dimostri che M ¢ una sottovarieta regolare di R3 x R3.

(ii) Indicata con i: M — RS Dinclusione, si dimostri che esistono campi di
vettori X, Y su M i-correlati rispettivamente, a X e Y.

(iii) Calcolare [X,Y].
(iv) Determinare se
D = {(p;v) eTM |ve Span{f(p,f/ }}
¢ una distribuzione e, in caso affermativo, se ¢ involutiva.
(v) Determinare se la proiezione
7 M — 5% (x1,20,23,y1,Y2,Y3) — (21,22, 73)

€ un’equivalenza omotopica.
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(vi) Calcolare la coomologia di de Rham di M.

Esercizio 77. Sia
M=C\ {1}, U=C\{1}, V=C\{-1}.

(i) Si calcoli la coomologia di de Rham di U, V e M.

(ii) Sia 6:U =V, (5(,2) = ffg Dimostrare che ¢ & ben definita; dimostrare

che & un diffeomorfismo.

(iii) Sia ¢: M — M la mappa definita dalla commutativita del diagramma

]\f | Z\f\
ULV

dove le frecce verticali sono inclusioni. Dimostrare che ¢ € ben definita e
¢*: HY (M) — H' (M)
& un isomorfismo.

(iv) Determinare se
¢ HY (M) — HY(M)

¢ un multiplo dell’identita.
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